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分 析 力 学 属 经 典 力 学 的 范畴， 它 作 为 一 门 学 科 ， 已 有 二 百 佘 年 的 
历史 。 它 的 创立 可 以 妃 湖 到 1788 年 拉 格 朗 日 (Lagrange j.L.) 发 表 的 
名 著 分 析 力 学 一 书 开 始 ， 后 经 哈密 顿 {Hamalron 三 .R.,) 等 人 的 发 
展 使 分 术 力 学 的 理论 体系 至 于 完善 。 但 十 ,在 拉 格 朗 日 时 代 还 没有 认 
识 到 非 完 束 系统 的 存在 ， 直 到 1894 年 赫兹 (Hertz H.R.) 才 第 一 次 将 
约束 和 系统 分 成 完整 和 非 完整 两 大 类 从 此 对 非 完整 力 学 才 有 了 较 系 
统 的 研究 ， 这 无 绒 是 将 拉 格 朗 上 日 的 成 果 推 进 了 一 大 步 。 随 着 近代 数学 
的 发 展 ， 用 近代 微分 几何 的 观点 研究 分 村 力学 的 原理 和 方法 是 近代 分 
条 力学 的 重要 标志 ， 它 使 得 经 典 的 拉 档 朗 日 和 哈密 顿 理论 更 加 完美 。 

分 析 力 学 研究 实 观 低速 物体 机 机 运动 的 一 般 规律 。 它 是 与 以 牛顿 
基本 定律 为 基础 的 和 拓 重力 学 并 轰 齐 于 的 另 一 种 力学 体系 ， 其 特征 是 以 
普遍 原理 为 基础 利用 标 是 形式 的 广义 坐标 来 伐 替 矢量 力学 的 医 径 ， 
以 对 能 量 和 功 的 分 析 来 代替 矢量 力学 中 对 力 和 动量 的 分 析 ， 从 而 有 可 
能 科 用 纯粹 数学 分 析 的 方法 导出 基本 的 运动 微分 方程 ， 并 研究 这 些 方 
午 本 身 儿 积分 方法 。 由 于 分 祈 力学 是 从 普遍 的 变 分 原理 出 发 建立 系统 
的 运动 微分 方程 ， 所 以 它 具 有 高 度 的 统一 性 和 普遍 性 。 贿 着 生产 实践 
和 科学 技术 的 发 展 ， 新 的 研究 课题 不 断 涌现 ， 分 析 力 学 的 一 些 基 本 概 
仿 和 和 思维 方法 ,不 断 地 渗透 到 许多 新 学 科 领 域 中 去 ， 如 航天 技术 、 现 
代 控 制 理论 、 计 算 力学 、 非 线性 力学 等 。 因 此 ， 作 为 工程 专业 的 学 生 
学 习 一 些 分 析 为 学 的 知识 是 有 必要 的 。 

作者 在 工程 为 学 专业 开设 的 分 可 力学 课程 的 基础 上 ， 异 鉴 目前 各 
类 分 析 力 学 教 补 ,经 过 修改 、 补 充 而 形成 了 本 书 的 理论 体系 。 本 载 材 
主要 是 为 工程 力学 专业 的 本 科 生 和 研究 生 编 写 的 ,但 考虑 到 一 般 工科 
类 学 生 的 使 用 ,第 一 篇 分 析 力 学 基础 部 分 的 内 容 有 所 加 强 ， 对 干 不 同 
专业 的 学 生 可 适当 进行 选择 学 习 。 如 作为 力学 专业 本 科 生 或 研究 生 ， 
有 较 好 的 理论 力学 基础 ， 则 第 一 篇 的 内 容 可 以 压缩 或 作为 自学 ， 把 第 
四 篇 作为 补充 内 容 。 对 于 一 般 工程 专业 的 学 生 可 按 编 排 内 容 讲 授 前 三 


篇。 
本 书包 括 分 析 力 学 基础 、 力 学 的 变 分 原理 、 完 整 系统 动力 学 和 非 


完整 系统 动力 学 四 六 ， 共 分 十 章 。 依 次 阐述 了 分 析 力 学 的 基本 概念 ， 
虚 位 称 原理 和 各 达 谓 伯 原 理 ， 动 办 学 方程 的 三 种 基本 形 式 ， 高 斯 最 小 拘 
东 原 理 ， 哈密 顿 原理 ， 拉 格 衣 日 第 二 类 方程 ， 咯 密 顿 正则 方程 ， 拉 和 格 
归 引 乘 子 法 ， 阿 沛 尔 方程 ， 凯 思 方 程 。 每 章 均 配 有 适量 的 例题 和 习 
题 。 以 便 加 强 对 基本 概 念 和 理论 的 理解 与 上 应用， 所 和 需 学 时 在 和 一 的 
之 间 为 宜 。 
本 教材 由 肖 龙 翔 (第 1 章 至 第 3 章 )、 叶 教 (第 4 章 至 第 10 章 ) 
编写 ， 郎 作 贵 、 陈 瑞 承 担 了 本 书 全 部 计算 机 文字 录入 和 给 图 的 工作 。 
本 教材 承蒙 毕 学 涛 教授 详细 审阅 ， 并 提出 了 许多 非常 宝贵 的 羯 
见 ， 作 者 在 此 表示 由 囊 的 感谢 。 本 书 的 出 版 得 到 了 各 级 领导 和 和 教研室 
老师 的 大 为 支持 。 许多 优秀 的 分 析 力 学 教材 也 给 了 作者 很 大 的 萎 助 ， 
在 此 也 一 并 致 以 诚 理 的 谢意 。 
鉴于 作者 来 平 所 限 ， 书 中 错误 和 不 要 之 处 ， 姑 请 读者 批评 指正 。 
编 者 
2000 年 10 上 月 
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第 1 章 分析 力 学 的 基本 概 窟 
1.1 分 析 力 学 的 研究 对 象 ” 约 束 


1.1-1 分 析 力 学 的 研究 对 象 


在 力学 中 有 -= 种 理想 模型 : 夺 点 、 原 点 系 和 闭 体 。 质 点 被 定义 为 
只 有 质量 、 没 有 大 小 的 物体 ; 质点 系 基 由 若干 质点 组 成 的 、 有 内 在 联 
系 的 集合 ; 刚体 则 是 一 种 特殊 的 质点 系 ， 在 这 种 环 点 系 中 ,任意 两 压 
三 的 工 离 始终 保持 不 变 。 

分 析 力 学 的 研究 对 象 是 质点 系 。 

质点 系 各 质点 在 空间 位 置 的 有 序 集合 决定 了 该 质点 系 的 位 置 和 形 
状 ， 称 为 该 质点 系 的 位 形 。 

如 果菜 质点 在 空间 的 位 置 和 运动 不 受 性 何 限制 ， 这 种 质点 称 为 自 
由 质点 ; 由 自由 质点 组 成 的 、 有 内 在 联系 的 集合 称 交 自由 质点 系 或 自 
由 系统 。 反 之 ， 如 果菜 质点 在 空间 的 位 置 积 运 动 受 到 其 些 跟 制 ， 称 为 
非 自 由 质点 ; 由 非 自 由 质点 组 成 的 、 有 内 在 联系 的 集合 称 为 非 自由 质 
点 系 或 非 自 由 系统 。 我 们 赖 以 生存 的 太阳 系 是 自由 质点 系 。 人 人 们 发 明 
创造 的 种 种 机 构 、 机 嚣 、 建 筑 物 ， 如 曲柄 连 杆 机 构 、 汽 轮 发 电机 组 、 
桥梁 等 等 。 都 是 非 自 由 原点 系 。 

分 析 力 学 是 运用 纯粹 数学 分 析 的 方法 研究 质点 系 的 机 械 返 动 。 


1.1.2 约束 ”约束 的 分 类 


非 自由 厦 点 系 在 空间 的 位 置 以 及 在 运动 中 受到 的 限制 称 为 约束 。 
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用 数学 方程 表述 各 质点 所 爱 的 限制 条 件 称 为 约束 方程 。 约 束 方程 通常 
可 以 在 建立 此 质点 系 的 动力 学 方程 之 前 写 出 来 。 由 此 可 知 ， 非 自由 质 
点 系 是 受 约 束 的 质点 系 。 

在 分 析 力 学 所 研究 的 非 自 由 质点 系 中 存在 着 形形色色 的 约 东 ， 为 
了 试 铺 非 月 和 由 质点 系 的 特征 ， 先 讨论 约 东 的 分 类 。 

从 约束 方程 的 形式 上 看， 约 东 可 分 为 几何 约束 和 运动 约束 两 大 
类 ， 它们 又 都 可 分 为 定常 约束 和 和 非 定常 约束 、 双 面 约束 和 单 面 约束 、 
可 积分 的 和 不 可 积分 的 约束 。 

点 约束 方程 的 实 古 来 看 ， 约 束 可 分 为 完整 约束 和 非 完整 约束 两 大 
类 。 下 面 分 别 讨论 各 类 约束 的 特征 。 


1.1.3 几 术 约束 运动 约束 


1.1.3.1 几何 约束 
在 质点 系 中 ， 所 加 的 约束 只 能 限制 各 质点 在 空间 的 位 置 或 质点 系 
的 位 形 ， 这 种 约束 称 为 九 何 约束 或 位 置 约 束 。 几 和 何 约束 方程 的 一 船形 
式 是 
Fr,st)=0 (1=1,2,"*,n) (1.1.1) 
或 
fry zt)=0 (1.1.2) 
其 中 mrityjterk (1=1,2,. .xn) 
式 中 和 zx,、y,、z, 分 别 是 第 : 个 质点 的 矢 径 各 它 在 直 前 坐标 系 中 各 
坐标 轴 上 的 投影 。z 为 该 质点 系 中 的 质点 数 。 
1) 在 几何 约束 中 视 约束 方程 是 否 显 含 时 间 参 数 可 分 为 定常 几何 
约束 各 非 定 常 几 何 约 束 
(1) 在 约束 方程 中 ,不 显 含 时 间 参 数 * 的 约束 称 为 定常 几何 约束 
或 稳定 几何 约束 。 
图 1-1-1 中， 质点 jM 用 长 :、 质 基 可 和 忽 咯 不 计 的 刚 桂 加 结 ， 连 
接 在 球形 铵 链 支 座 DO 上。 这 是 一 个 定 长 度 的 单 押 。 该 质点 被 限制 在 
以 口 为 中 心 . 上 为 半径 的 球 和 洽 上 运动 ， 约 东方 程 为 
十 十 2 一 72 
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图 1 1 1 图 1 一 1 一 > 


式 中 不 显 舍 时 间 参 数 :， 因此， 质点 M 所 受 的 约束 属于 定常 几何 约 
束 。 

(2) 在 约束 方程 中 ， 显 含 时 间 参 数 上 的 约束 称 为 非 定常 几何 约束 
或 非 稳定 几何 约束 。 

图 1 一 1-2 中， 质点 JM 用 长 /、 质 其 可 以 把 略 不 计 、 不 会 伸 长 
(或 缩短 ) 的 柔性 强国 结 ， 此 强 的 男 一 端 穿 这 固定 的 加 丈 口 ， 以 匀速 
度 < 点 引 。 这 是 一 个 变 长 度 的 单 扔 。 设 初 瞬时 ， 即 上 =0 时 ， 质 点 AT 
至 图 环 O 的 绳 长 〈 即 初始 摆 长 》 为 i。 ， 则 任意 瞬时 2? 的 摆 长 [= /0 一 
ut ， 质点 M 的 约束 方程 为 

T+ 42 十 < 一 《7 一 了 
式 中 显 全 时 间 和 参数 :， 因 此 ， 这 种 约束 该 于 非 定 常 几 何 约 束 。 

2) 在 几何 约束 中 视 约 东方 释 是 否 为 等 式 可 分 为 双 面 几何 约束 和 
单 面包 人 柯 约束 

(1) 约束 方程 为 等 式 的 几何 约束 称 为 双 面 几何 约束 或 固执 几何 约 
束 。 图 1-1 一 1 所 示 的 单 搜 即 属 此 约束 。 

(2) 约束 方程 为 不 等 式 的 几何 约束 称 为 单 面 几何 约束 或 非 园 执 几 
何 约束 。 在 图 1-1-1 中 ， 如果 单 摆 的 刚 杆 改 用 柔性 强 ， 那 么 ， 这 种 
约束 不 允许 质点 M 在 半径 为 上 的 球面 以 外 的 空间 运动 ， 既 多 许 它 在 
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此 球面 上 运动 也 允许 在 球面 以 内 的 空间 内 运动 。 约 东方 程 为 
x ++ 

旺 等 式 和 不 等 式 形 式 ， 属 于 单 面 几何 约 昌 . 

准确 地 说 ， 在 图 1 一 1 一 2 中 ， 变 长 度 单 控 的 约束 是 单 面 非 定 常 几 
何 约 桌 ， 约 束 方 程 为 

x yo — ut) 

在 本 书 中 ， 如 无 特别 说 明 ， 上 所 涉及 的 约束 均 为 双 面 约 训 。 
1.1.3.2 运动 约束 

在 质点 系 中 ， 所 吉 的 约束 不 促 限 制 各 质点 在 空间 的 位 置 ， 还 限制 
它们 运动 的 速度 . 这 种 约 东 称 为 运动 约束 ， 也 称 速 度 约 束 或 微分 约 
束 。 运 动 约 上 束 方程 的 一 般 形 式 为 


flr ,r,t)=0 (1.1.3) 
天 Po) 一 Cl.1.4)} 
其 中 r= ri yj +z k 


起 中 和 xz,，y,， 之 , 为 第 ; 个 质点 的 速度 和 速度 在 直角 坐标 系 中 各 坐 
标 轴 上 的 投影 。 在 大 多 数 的 实际 问题 中 、 送 动 约 束 都 可 化 简 为 与 各 质 
点 速度 的 线性 项 有 关 的 形式 ， 即 


f= Mw.i+A=-0 (1.1.5) 
f= WAL+tBY + CL)+A-O (1.1.6) 
WALBIC)ITALHBITCK (1.1.7) 


式 中 亚 , 、A,、B,、C, 和 A 均 为 各 质点 速度 和 位 置 的 函数 ， 这 种 约束 
称 为 线性 的 运动 约束 ， 或 称 为 一 阶 线 性 约束 、Pfaff 约束 。 本 书 只 讨 
论 一 阶 线 性 的 运动 约束 。 
1) 运动 约束 中 的 可 积分 的 运动 约束 和 不 可 积分 的 运动 约 京 
《1》 邵 果 约束 方程 能 够 变换 为 某 个 遂 数 的 全 微分 ,或 满足 可 积分 
的 条 性 【参见 1.1.6), 这 种 约束 称 为 可 积分 的 运动 约束 。 
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在 图 -1-3 中 ， 半 径 为 了 > 的 圆柱 体 在 粗粮 的 平 直 轨道 上 浪 动 而 
无 滑动 ， 它 与 轨道 的 接触 点 A 的 速 麻 ma 恒 为 村， 在 图 示 了 瞬时 ， 设 贺 
柱 中 心 己 的 合 标 为 rr、 ， 开 度 为 rr， 贺 柱 的 转角 为 ， 角 速度 为 
P， 坟 向 、 转 向 如 图 所 示 .。 此 圆柱 的 约 上 东方 程 为 

Ye 


图 1 一 1-3 
前 者 仪 会 坐标 参数 yc ， 属 于 定常 的 几何 约束 ; 后 者 包含 了 速度 xf 和 
前 速度 gpg， 属于 运动 约 东 。 它 只 全 zc、5 的 线性 项 ， 是 线性 的 运动 
约束 。 在 此 运动 约 东 方程 的 等 号 两 侧 乘 以 di 后 ,dzxc 一 d {re) 可 以 
写成 臣 数 下 = x 一 rq 的 全 微分 ， 即 
dF=d(re— ro}=0 
积分 后 为 
er rot+C=0 

式 中 只 会 坐标 xc、 角 坐标 mw 和 积分 常数 己 ， 是 几何 约束 的 形式 ， 由 
此 可 为 ， 可 积分 的 运动 约束 可 以 变换 为 几何 约 昌 。 

(2) 如 果 运 动 约 束 方 程 不 能 化 简 为 茶 函 数 的 全 微分 ， 或 不 满足 可 
积分 的 条 件 {参见 1.1.6)， 则 称 为 不 可 积分 的 运动 的 索 。 

图 1 一 1 -4 是 一 个 简单 的 “跟踪 系统 ”示意 图 ， 该 系统 可 以 简化 
为 A、B 两 个 质点 。 运 动 时 ， 有 A 点 的 速度 vw 始终 指向 号 上 后， 因此 ， 
它 的 约束 方程 为 


Ed 
TA TB TA 工 玉 


yalxa— FA) ralyp™ 


Za{xp— XA ra(zp— 


图 1-1t-4 


受 日 这 机 


HB 吓 生 


ya)=0 
za)= 人 0 


式 中 包含 了 4 点 的 速度 在 
直角 举 标 系 中 的 投影 了 A， 
ya、za， 属于 运动 约束 ， 
而 且 是 线性 的 运动 约束 。 
在 一 般 情 况 下 ， 这 种 约束 
方程 不 满足 可 积分 的 条 件 
(参见 高 1 一 1)， 属 于 不 可 
积分 的 运动 约束 。 

2) 其 他 类 型 的 运动 
约束 


如 赔 几 何 约 束 那 样 ， 在 运动 约束 中 ， 视 约束 方程 是 否 显 含 时 间 参 
数 ， 有 定常 运动 约束 和 非 定常 运 动 约 束 之 分 ; 视 约 束 方程 是 否 为 等 


式 ， 有 双 面 运动 的 束 和 单 面 运动 约束 之 分 。 


1.1.4 完整 约束 ” 非 完 整 约 束 
1.1.4.1 完整 约 来 


几何 约束 和 可 积分 的 运动 约束 实质 上 属于 同一 范畴 的 约 东 ， 在 力 


学 中 称 为 完整 约束 。. 
1) 几何 约束 


几何 约束 方程 的 一 般 形 式 为 式 (1.4.1)》 和 式 (1.1.2)。 此 方程 


3- 
> 矿 ， 可 i 


+2/ -0 (1.1.8) 


"lof: ar 2 ar _ 
> (3 Tay t act gr 0 (1.1.9) 
其 中 


CR 
Fr., ar day 和 3 


由 此 看 出 中 元 何 约 束 不 仅 对 非 自 由 质点 系 的 位 形 有 限制 ， 同 时 

对 此 质点 系 各 质点 的 速度 也 有 相应 的 限制 ; 好 这 种 几何 约束 的 导数 形 

式 十 一 种 特殊 的 运动 约束 一 一 线性 的 运动 约束 。 式 (1.1.8) 和 式 
(1.1.9) 的 等 号 两 侧 同 乘 以 d:， 得 

Ha +t ar =0 (1.1.10) 


pF, 


D3Ede, + Edy, + dz) 十 fa = (1.1.11» 
起 《1.1.10) 和 式 (1.1.11》 鸭 几何 约束 的 微分 形式 ， 它 是 全 微分 形 
式 ， 是 可 积分 的 运动 约束 。 这 表 有 明 : 几何 约 东 可 以 变换 为 对 应 的 可 积 
分 的 运动 约束 。 

2) 可 积分 的 运动 约束 

如 前 所 述 ， 本 书 愉 讨论 线性 的 运动 约束 。 线 性 的 运动 约束 方程 的 
一 般 形式 为 式 (1.1.5) 和 式 (1.1.6)， 在 它们 的 等 导 两 侧 同 冬 以 


qz ， 得 
DB- dr,+ Adt =0 {1.1.12) 


D(Adzr, + Bdy, + Cdz,) + Ad: = 0 (1.1.13) 
1 一 上 


其 中 
P=AitBiItCk 

它们 与 元 何 约束 的 微分 形式 ( 式 (1.1.10) 和 各 式 (1.1.11)) 有 相同 

的 形式 。 因 为 是 可 积分 的 运动 约束 ， 即 式 (1.1.12) 和 式 {1.1.13} 

满足 可 积分 的 条 件 { 详 见 1.1.6)， 或 者 说 ， 此 二 式 可 以 写成 某 个 函 

数 开 的 全 微分 ， 所 以 ， 它 们 可 以 积分 成 为 有 限 形式 的 约束 方程 


F (tr,, £1) =C 
F {x Ys, gs 二 已 

式 中 CC 为 积分 常数 。 

由 此 看 出 ; 中 线性 可 积分 的 运动 约束 不 反对 非 自 由 质点 系 各 质点 
的 运动 速度 有 限制 ， 同 时 ,对 该 质点 系 的 位 形 也 有 相应 的 限制 ; 必 线 
性 可 积分 的 运动 约束 的 有 限 形 式 是 攻 何 约束 的 一 个 族 ， 至 于 它 是 该 族 
中 的 哪 一 个 ， 则 应 根据 运动 的 初始 条 件 来 确定 。 这 表明 : 线性 可 积分 
的 运动 约束 可 以 变 撞 为 对 应 的 几何 约 东 。 
1.1.4.2 非 完 整 约束 

在 力学 中 ， 不 可 积分 的 运动 约束 称 为 非 完 束 约 东 。 本 书 涉 及 的 只 
限于 线性 的 非 完 整 约 东 ， 其 约 东 方程 的 一 般 形 式 为 式 {1.1.12) 和 式 
{1.1.13)， 但 不 满足 可 积分 的 条 件 。 


1.1.5 完整 系统 非 完整 系统 


i1.1.5.1 完整 系统 

如 果 某 质点 系 所 爱 的 约 东 都 是 完整 约 东 ， 这 个 质点 系 称 为 完整 系 
统 . 简称 完整 系 。 在 本 书 的 第 三 篇 中 ， 将 集中 讨论 完整 系统 的 动力 学 
问题 。 

设 某 完整 系统 由 个 质点 组 成 ， 内 有 a 个 完整 约束 ， 约 束 方 程 
的 有 限 形 式 和 微分 形式 分 别 为 式 (1.1.1)、 式 (1.1.2)、 式 
《1.1.10) 和 和 式 (1.1.11}， 邵 


Flr t)=0 (a=1,2,°… ,dd) (1.1.14) 


天 Tt 《aa 一 .2 过 ) {1.1.15) 


" Eh of 
2 Fr dr + dd = 0 {a= 12 ,4d) (1.1.16) 


有 可 了 oF az 
D(a dr, 十 By, > + 了 十 


df, 
dr 


di =0 {toe=1,2,…,d) 


‘1.1.17) 


1.1.5.2 非 完整 系统 
某 质 点 系 所 受 的 约束 中 只 要 有 非 完整 约 东 ,这 个 质点 系 就 称 为 非 
完整 系统 ,简称 非 完 整 系 。 在 本 书 的 第 四 篇 中 ， 将 集中 讨论 非 完 整 系 


统 的 动力 学 问题 。 

设 某 非 完 整 系统 由 n 个 质点 组 成 ， 内 有 d 个 完整 约束 ，g 个 非 
完整 约束 。4 个 完整 芍 东 方程 的 有 限 形式 和 微分 形式 为 式 (1.1.14) 
一 式 (1.1.17)，g 个 非 完整 约束 方程 只 有 微分 形式 ， 为 式 (1.1.12) 


和 式 (1.1.13)， 即 


2 Va dr,+ Asdt = 0 
T -1 
(B= d+1l,d+2, ,d+g) (1.1.18) 


2 (Apdz, + Bady, 十 Ce dz,) + Agsdt = 0 
(B=d+tl,dt2, ,d+r) {1.1.19) 


比较 式 (1.1.16) 和 式 (1.1.18)、 式 (1.1.17) 和 式 (1.1.19) 可 
以 看 出 ， 它 们 有 相同 的 形式 ， 差 异 仅 在 于 : 完整 约束 方程 { 式 
(1.1.16) 和 式 (1.1.17)) 是 非 完 整 约束 方程 ( 式 (1.1.18) 和 式 
《1.1.,19)) 的 全 微分 的 情形 。 正 因 如 此 ， 在 非 完 整 系统 中 ， 所 有 的 约 
束 方程 可 以 用 统一 的 形式 表示 ， 有 即 


Da dr, + Asdt = 0 (B=1,2,.… ,d+g)y (1.1.20) 
1 一 


D(Aadz, + Bady, + Cadz.) + Asdt = 0 
3 一 上 
‘B=1,2,..… .d+pg) {1.1.21) 


对 于 该 系统 中 的 4 个 完整 约束 ， 式 中 的 系数 分 别 为 


_93f 9f of 97 of 
wa = 5 4a= 5 ， Ba = Fy Ca = 3 Ap= 
(B=1,2,… ,ad), {i=],2,.… ,7) {1.1.22} 


1.1.6 线性 运动 约束 可 积 条 件 简介 


在 分 析 力 学 中 .有些 动 为 学 方程 和 原理 只 适用 于 完整 系统 ， 因 
此 ， 对 于 运动 约束 来 说 ， 判 曾 它 的 可 积 性 有 着 重要 的 意义 。 在 这 里 ， 
简单 介绍 线性 运动 约束 《Pfaff 约束 、 线 性 一 阶 微分 方程 ) 可 积 条 件 
的 一 些 结论 。 

为 使 于 叙述 . 这 里 不 再 区 分 位 形变 量 和 时 间 变 量 。 如 果 线 性 运动 
约束 方程 的 变量 总 数 为 N 个 ， 则 它 的 统一 形式 { 式 (1.1.21)) 可 写 
成 


DAC ra dr = 0 {1.1.23) 
此 式 可 积分 的 充分 必要 条 件 是 
(A Aps A XI(A As A,))=0 (oe,B,Y=1,.2,.…,N) 
(1.1.24) 
其 中 
(CAs, Aes ) 二 及 i 十 及 gj 十 及 {1.1.25) 
i i 天 
V xX (A,,Ag,A,)= 天 5 5 《apB,7y=1.,2，…,) 
六 。 Ap > 
(1.1.26) 
式 《1.1.24) 的 展开 式 为 
(oa,B,Y=1,2,..…,N) (1.1.27) 


由 此 可 以 推导 出 直面 生 个 结论 。 
1) 式 (1.1.23) 只 有 三 个 变 曼 ， 即 当 N =3 的 情形 
令 a、B、Y 分 别 等 于 1、2、3， 则 线性 运动 约束 方程 式 {1.1.23) 
为 
10 


friyravri)dri tt Alrisras Tradrat Aatrisr2s rsjdra= 0 


‘(1.1.28}) 
此 方程 可 积 的 充分 必要 条 件 是 
《 六， ,3 EE 二 0 
或 
9A, 9A, dA IA, 3A 34 、 
4 有) Mar 4 
C1.1.29) 


2) 式 (1.1.23) 只 有 了 两 个 变量 ， 即 当 N =2 的 情形 
在 式 (1.1.29) 中 , 令 A;=0，r;= 二 90， 则 该 式 成 为 一 恒等式 ， 
这 表明 : 线性 运动 约 来 方程 若 能 写成 
rrddri+t A{ri,rs)drs=0 (1.1.30) 
它 一 定 是 可 积 的 。 


3》 了 x (A ,As, 有 A,) =0 的 情形 
由 式 (1.1.24) 可 以 看 出 ， 如 果 


TxAsAg Ay)=0 (apBy=1.2 ,IN (1.1.31) 


【1 .1.32) 


Co, 时 , Y=1,， 2， Ts NN) 


那么 式 {1.1.23) 一 定 是 可 积 的 。 
值得 指出 ， 某 个 线性 运动 约束 方程 如 果 不 满足 式 {1.1.32) 的 条 
件 , 还 不 能 够 说 它 是 不 可 积 的 。 因 为 ， 如 果 它 曙 然 不 满足 式 
{1.1.32) 的 条 件 ， 却 满足 式 (1.1.24) 或 式 (1.1.27) 的 条 件 , 它 
仍然 是 可 积 的 。 这 表明 式 {1.1.31) 或 式 (1.1.32) 只 是 线性 运动 约 
束 方 程 可 积 和 的 充分 条 件 ， 并非 必要 条 件 。 因 此 ， 在 具体 判别 线性 运动 
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约束 方程 是 否 可 以 积分 时 ， 包 用 充分 必 训 条件， 即 式 (1.1.24) 或 式 


{1.1.27)。 
例 1 一 1 试 兰 别 图 1-1-4 莘 单 “ 距 踪 系统 ”中 的 东 的 性 和 质 。 


解 : 在 1.1.3 中 已 生出 此 系统 的 两 个 运动 的 束 方程 ， 这 两 个 方程 
的 形式 相同 .在 这 里 只 讨论 第 一 个 。 
(xB— Ta)ya — (yp — yara=0 (a) 
这 是 四 个 变量 的 约束 方程 ， 写 成 微分 形式 为 
《zi 一 TadywAa — (yp ™ va}dzra tOdys +Odzxs=0 
该 式 与 式 (1.1.23) 一 一 对 应 ， 则 有 
ALl={(xra— ra), 六 2 二 (yp YA), A3= A4=0 
TO Vas ra ra Yr" rrA4™ 守 好 
取 a=1, 8=2,， yy=3 代 人 式 (1.1.27)， 有 


34， aA; 
1 + Asl a dr 


dA ddA, 
Dr Ar, 
={txp— xa 1 0 {ya- yt0—0)+0x(-1—1) 
= .ra — x 0 
由 此 可 知 ， 式 {a) 是 不 可 积分 的 运动 约束 ， 此 简单 “跟踪 系统 ” 
的 约束 属于 非 完整 约 束 。 
例 1-2 试 证 明 下 面 的 约束 是 完整 约束 : 


ylyt rjdrt+zrtzt rdyt xy(xr + y)dz= 0 


解 : 这 是 三 个 变量 N=3 的 约束 方程 ， 与 式 (1.1.28) 对 应 ， 有 


dA A 
Ori dr 


A 十 As( 


各 1 一 yety 二 + 之 ) ， A 一 gr 人 十 下)， A 二 Tyr+y) 
"| 二 寺 ， ra YY,， ri 一 空 
于 是 
AI aA 
-一 1 
Br Yt 2) + yr, Drs IYy+ 2)t ye 


= {e+ rizr 


AA 
= T+ 二 ZY， 
Or 


Ir 
人 9 六 A 
9 =y(r+y)+ry, Dr rty) try 
J r2 


将 以 上 各 式 伐 入 式 (1.1.29)， 有 


yz{y+e)i[rtz+r)t+zr|j-[rtrty)t ryl|l 
+ ertzt rllytrty)j+t+ rv] -[yty+ <2)+ ye |i 
+ zxytrty)|llz(yt+ z+ yr] [ete+xr)}+er]j!=0 
丰 而 让 明了 这 个 约束 是 完整 约 求 。 然 而 ， 在 此 约束 方程 中 
dA, .9A 3A 和， dA DA 
dr 可 天 dr Nr dr Ar] 


它 并 不 满足 式 (1.1.32) 的 条 件 。 
1.2 广 光 坐标 自由 度 


.2.1 广 兴 坐标 


1.2.1.t 广 闵 坐 杆 

如 何 描 述 质 点 系 的 位 形 呢 ? 一 种 简单 的 方法 是 采用 直角 坐标 来 描 
述 。 在 1.1 中 介绍 约 东 时 就 是 来 用 这 种 方法 。 设 茶 质 点 系 由 ww 个 质 
点 组 成 ， 内 有 dd 个 完整 约束 ，g 个 非 完 整 约束 。 这 种 方法 采用 nn 个 
质点 的 3n 个 直角 坐标 来 描述 该 系统 的 位 形 ， 木 过 这 3n 个 坐标 并 非 
都 是 独立 的 ， 它 们 要 受到 a 个 完整 约束 的 制约 。 至 于 非 完整 约束 ， 
由 于 它 是 不 可 积分 的 运动 约束 ， 对 这 些 坐 标 没 有 直接 的 制约 作用 ， 因 
此 ， 在 这 3z 个 间 角 学 标 系 中 ， 只 有 (37 一 9) 个 坐标 是 独立 的 ， 应 
用 赶 来 共 丰 方便， 质点 多 、 的 东 也 才 的 时 候 更 加 明显 。 另 -- 种 方法 是 
采用 广 六 坐标 来 描述 质点 么 的 位 形 。 

乒 必 坐标 是 能 够 完全 确定 质点 系 位 形 的 独立 参 变 量 ， 用 符号 gi， 
42，… 表 秒 。 广 头 坐 标 是 彼此 独立 的 ， 应 用 方便 ， 被 广泛 采用。 在 一 
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个 质点 系 中 ， 如 何 选择 广 祥 坐标 ， 有 - 定 的 随意 性 ， 只 要 根据 质点 系 
的 特点 ， 选 择 那 些 能 够 惟一 地 确定 该 系统 位 形 的 参量 就 可 以 了 。 广 义 
坐标 可 以 是 直 前 坐标 系 中 的 钱 坐 杯 、 极 坐标 和 球 尚 标 中 的 角 坐 标 ， 也 
可 以 基 基 他 参 变 量 等 等 。 硒 上面 讨论 的 质点 系 中 ， 有 {3mn 一 4) 个 独 
下 的 坐标 ， 因 此 ， 吕 以 选择 的 广 疼 誉 标的 数 日 为 
k=3n-a (1.2.1) 
既然 直角 代 标 法 和 广 关 苟 标 法 都 可 以 描述 质点 系 的 位 形 . 那么 它 
们 之 间 一 定 存 在 相互 变换 的 关系 ， 比 较 普 多 的 是 将 质点 系 各 质点 的 直 
角 坐 标 表 述 为 广 必 坐标 和 时 间 的 晒 数 ， 姑 
T= 2 et) 
N= yA 2 et ) ti 一 之 (上 上 .2.2》 
-| 
或 
Fr (7 1,.2 tfE.2.3) 
1.2.1.2 广 站 加 举 
在 质点 系 中 引入 上 广义 举 标 之 所 ， 质 点 系 的 运动 可 以 用 广 祥 坐标 随 
时 间 的 变化 规律 来 描述 。 广 浆 玲 标 随 时 间 的 变化 规律 为 广义 坐标 的 运 
动 方程 ， 即 
do 二 qa tt) (a=1,2,.… ,点 ) (1.2.4) 
将 式 《1.2.2) 和 式 (1.2.3) 对 时 间 求 - 阶 导 数 ， 可 以 得 到 各 质点 的 
速度 及 其 在 直角 上 坐标 系 中 的 投影 ， 即 


mi dr, Ar, 
FT, 一 一 Bod EP (t=1,2,. 如) {1.2.5) 
9x TI 
了 了 
1 Ee 二 
2 Ag dt 
| 部 
1 MY . 人 让 
2 9god® 9 (1=1,2,.",n) (1.2.6) 
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盐 中 


js = oe (ao=1,2,..…,*) {1.2.7) 
是 广 交 坐标 的 时 间 变 化 率 ， 称 为 广内 速率 ， 
1.2.1.3 用 广 叉 坐标 表示 的 非 完 整 约束 方程 

广 祥 学 标 是 确定 质点 系 位 形 的 独立 参 变 量 ， 任意 -组 广义 坐标 的 
数值 对 应 着 此 质点 系 的 :个 仔 形 ,在 1.1.4 中 用 直角 坐标 建立 起 来 的 
质点 系 的 位 形 限 制 条 件 一 一 完整 约 东 方程 ， 对 该 质点 系 的 广义 举 标 是 
没有 制药 作用 的 。 如 果 把 用 广 浆 党 标 表述 的 各 质点 的 直角 坐标 表达 式 
( 式 (1.2.2)) 代 太 该 系统 的 完整 约束 方程 { 式 (1.1.15)),， 将 构成 
-个 恒等式 ， 这 表明 : 一 般 弛 说 不 存在 用 广 芯 坐标 表示 的 完整 约束 方 
程 。 

非 完 整 约 上 束 方程 则 有 所 不 同 ， 它 不 可 积分 ， 只 有 微分 形式 或 线性 
一 阶 导 数 的 形式 。 盆 设 某 质 点 系 由 了 个 质点 组 成 ， 内 有 过 个 完整 约 
束 ，g 个 非 完 整 约束 ， 它 就 有 不 二 3n 一 4 个 广义 坐标 ， 非 完整 约 东 方 
程 的 形式 为 式 (1.1.5) 和 式 (1.1.6)， 即 


>) “ r, + A = 昌 CB= ,2,.,8) {1.2.8) 
或 
Di (Ani t+ Bay + Coe) + As =0 (A=1,2,..,g) 
(1.2.9) 
其 中 
pe = Aait+ Bojt Caek (1.2.10) 
将 式 (1.2.5) 代入 式 {1.2.8}， 整 理 后 得 
* - qr,.. “ ArF, 
0 + ho) = 0 
{B= 1,2,.,g) (1.2.11) 
令 
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He 一 i A 
AN， ar， (B=1,2,,8) (1.2.12) 
a 2 Pa 37 + A 


将 式 【1.2.12) 代 人 式 (1.2.11)， 得 


此 
Saggs tas=0 (8=1,2, :8) (1.2.13) 


这 是 用 广 祥 坐标 表述 的 非 完 整 约束 方程 .如 时 在 革 等 号 两 侧 同 乘 以 
dz ， 则 可 获得 用 广 关 学 标 表 去 的 目 定 整 约 昌 方 程 的 微分 形式 ， 邯 


aaudd + odr = 0 (B=1,2, 85) (1.2.14) 


其 中 让 十 并 和 时间: 的 国 数 。 它们 的 秘 基 
表述 形式 如 式 (] .2.12), 将 式 【1.2.10) 代 大 起 【1.2.12)7， 则 可 得 
它们 的 坐标 分 析 表 达 式 为 


7, dy 让 字 


1 rt 
oa = PAp a De, 


1.2.15) 
— 3 9, do, 
ep = Sa 入 + Bp = 让 二 Ca + As) 


(a=1,2," ,kk),(P= 1 ,2,."…,2) 


1.2.2 坐标 变 分 


在 分 析 为 学 中 涉及 到 的 变 分 都 是 等 时 变 分 。 
1.2.2.1 直角 坐标 变 分 

盆 说 在 给 定 的 运动 初始 友 件 下 ， 基 质点 系 的 运动 微分 方程 组 的 解 
已 经 求 得 ， 为 


Ti = KA 2 Rt = ,2) 
Ga dt) = yt) (1=1,2,..……,n) 
Tedd at) = ,Ct) 
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这 足 各 质点 的 运动 方程 。 针 对 基 一 瞬时 上， 可 解 得 各 质 扣 对 应 的 举 标 
值 ， 这些 举 标 值 的 集合 就 是 该 质点 系 在 此 朋 时 的 位 形 ， 称 为 此 古 点 系 
的 真实 伺 形 .很 明显 ,它们 既 满 足 该 质点 系 的 运 鳃 微分 方程 和 运动 初 
始 条 件 ， 马 满足 该 质点 系 的 各 个 约束 方程 。 
举 标 的 无 限 小 的 变化 称 为 坐标 的 被 分 它 等 于 质点 运动 的 速度 在 
此 堂 林 轴 上 的 拉 影 与 时 间 的 无 限 小 增 匿 的 乘积 ， 即 
de,— rdi, dy, = y,dr, dz,= xz,dr 
【> 一 1,2;… ,my) 


在 分 析 力 学 中 ， 除 了 质点 系 的 真实 运动 以 外 ， 还 要 讨论 与 真实 运 
动 有 联系 的 可能 运动 。 

得 质 点 系 中 ， 为 约 吏 允许 的 运动 称 为 可 能 运动 ， 它 与 该 质点 系 的 
党 为 状 况 和 运 友 初 嫁 条 件 盛 关 。 各 质点 的 可 能 运动 也 可 以 表述 为 时 阅 
和 站 祥 举 标 的 函数 ， 邵 


rr 《Geay E> | 
yr 二 gy os | {z 一 2.…- 7》 
zr 9192." est) 


比较 同 - :瞬时 间 一 质点 的 真实 运动 和 与 它 相 邻 的 可 能 运动 ， 并 限 

定 二 者 的 差 值 为 -- 无 限 小 量 ， 即 
Br 二 了 工 ， 一 字 ， 全 一 3 一 全 = 一 2 
(1=1,2,.",n) ‘1.2.16) 

6x7,、56y,、§z, 称 为 直角 誉 标 r,、y,、z, 的 变 分 ， 简称 坐标 变 分 . 
可 以 看 出 ， 坐标 变 分 是 在 某 瞬时 、 时 间 被 “凝固 ”后 ， 由 于 非 时 间 参 
其 的 无 限 小 变化 而 引起 的 各 坐标 的 无 限 小 的 增 便 ， 它 包含 了 质点 系 在 
同一 瞬时 其 磋 实 运 动 与 可 能 运动 的 差异 。 
1.2.2.2 广 泪 坐标 变 分 

与 前 面 讨论 直角 坐标 变 分 一 样 ， 设 某 质 点 系 的 微分 方程 组 上 经 解 
得 ,， 它 的 广义 坐标 运动 方程 为 g, = g,{1), 它 的 广 闵 速率 ga 为 式 
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(1.2.7)， 于 是 广 委 举 标 的 全 微分 为 
da, = gdt (a=1,2,.."",.k) 


同样 ,广义 坐标 也 有 人 瑟 的 可 能 运动 方程 
ga = ga (ED (a=1,2,. ,RR) 


比较 同 -… 瞬 时 广 芯 坐标 的 真实 运动 和 与 其 相 邻 的 可 能 运动 ， 并 限 


定 二 者 的 差 值 为 无 限 小 量 ， 即 
Sg = gy — fa=1,2,.…,&) (1.2.17) 


Sg 称 为 广 兴 举 标 变 分 。 由 于 广 六 坐标 是 确定 质点 系 位 形 的 独立 参 蛮 
其 ,因此 , 广 交 坐 标 变 分 是 在 某 酬 时 广 浆 坐标 本 身 的 无 限 小 增 最。 也 可 
以 度 , 广 六 坐标 变 分 是 在 某 丁 时 .时 间 被 “ 肇 固 "后 , 广 交 坐 标本 身 的 无 
限 小 增 量 。 

变 分 的 运算 规则 与 微分 的 运算 规则 相似 ,重要 的 差别 在 于 “等 时 ” 
性 , 即 8: = 二 0 的 特点 。 


i.2,3 自由 度 


在 分 析 力 学 中 ,质点 系 的 育 由 度 被 定 文 为 该 系统 独立 坐标 蛮 分 的 
数目 。 
1.2.3.1 完整 系统 的 情形 

设 某 质点 系 由 nn 个 质点 组 成 ,内 有 个 完整 约束 ,约束 方程 为 

fry zt) =0 
(r= ,2 ,n,Q=1,2,.,d) 

如 1.2.1 中 所 述 ， 该 系统 有 3x 个 直角 椎 标 ， 并 受到 4 个 完整 约束 方 
程 的 制约 ， 这 3n 个 坐标 中 ， 只 有 上 =3z 一 4 个 是 独立 的 变量 ， 需 要 
用 友 个 广 六 坐标 才能 确定 此 质点 系 的 位 形 。 

在 完整 系统 中 还 可 以 得 到 与 上 式 相 对 应 的 4 个 微分 形式 的 约束 
方程 ， 即 


| 
PE fadx, 十 3 dy, + 5 ) 十 ear = 0 (a = 1,2,.…,d) 
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这 是 在 真实 运动 站， 各 质点 的 位 务 增 量 dx,、dy,、dz, 应 满足 的 约束 
方程 。 遂 过 变 分 可 将 该 系统 的 真实 位 形 过 小 钙 与 它 相 邻 的 可 能 位 形 中 
去 ， 如 上 所 述 ， 变 分 的 运算 规则 与 微分 运算 规则 相似 ， 差 蜡 仅 在 
“等 时 ”十 。 用 87,、B5y,、Bz, 代替 di,、dyw,、dz,， 并 仿 81 = di = 
0， 得 


可 
> CBr F Fy + eB,) 一 站 fa = 2 cz) 


‘1.2.18) 
上 起 为 完整 系统 的 坐标 变 分 应 满足 的 约 点 方程 . 
在 由 ”个 质点 组 成 的 完整 系统 中 ， 坐 标 变 分 -共有 3n 人 个， 它们 
要 受到 4 个 约束 方程 〈 式 《1.2.18)) 的 制约 ， 国 此 ， 完 整 系统 中 处 
立 的 坐标 变 分 的 数目 ， 即 自由 讼 
fF=3n—d {1.2.19) 


此 去 与 式 41.2.1》 相 癌 。 由 此 上 可 知 ， 完 整 系统 的 独立 坐标 变 分 的 数 
目 等 于 独立 坐标 的 数目 ,， 它 的 广义 坐标 变 分 都 是 独立 的 ， 洁 整 系统 的 
自由 度 等 于 它 的 广 兴 兴 标 的 数 日 。 
1.2.3.2 非 完 整 系统 的 情形 

设 茶 非 完整 系统 由 n 个 质点 组 成 ， 内 有 a 个 完整 约束 ，g 个 非 
完整 约束 。 首 先 ， 该 系统 要 受到 a 个 完整 约束 的 制约 ， 如 上 所 述 ， 
开 需 要 用 启 =3n -dd 个 独立 坐标 或 广义 坐标 来 描述 它 的 位 形 ， 因 此 ， 
该 系统 有 此 个 独立 坐标 或 广 祥 坐标 ， 广 沁 坐 标 变 分 也 有 尼 个 。 其 次 ， 
该 系统 还 要 受 g 个 非 完整 约 束 的 制约 。 为 简化 起 见 ， 将 这 些 方 程 写 
成 用 广 入 坐标 表述 的 形式 { 式 (1.2.14))， 即 


由 
Dagdgs + asdi = 0 (B=1,2,.…,g) 
| 


其 中 am、dp 都 是 时 间 上 和 广义 坐标 上 vo， 92， 的 男 数 .由 式 
(1.2.12) 或 式 (1.2.15)》 可 确定 ， 上 式 是 在 真实 运动 中 广义 坐标 的 
增 基 dy, 应 满 是 的 约束 方程 。 与 完 亲 系统 的 情形 -- 和 样 ， 通过 变 分 可 以 
得 到 与 上 式 相 对 应 的 非 完 整 约束 的 变 和 办 方程 
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> ,amdg, -= 日 (8 一 1,2,.,g) (C1.2.20a) 
= 1 


andgdr 十 az 十 十 damdde 二 站 (B=1,2,..",8) 
(1.2.20b) 
这 晨 非 洽 整 系统 中 广 半 举 标 变 分 应 满足 的 非 完 整 约束 片 程 。 
然后 ， 呆 以 对 非 完整 系统 的 某 些 特征 作出 如 下 的 表述 :如果 非 完 
整 系统 由 x 个 质点 组 成 ,内 有 a 个 完整 约束 ，pg 个 非 完 整 欧 更， 那 
么 ， 了 中 该 系统 有 3x 个 直角 坐标 ， 而 独立 的 坐标 或 广义 化 标的 数目 只 
有 上 二 3n- d 个 ， 加 该 系统 有 3n 个 直角 坐标 变 分 ,让 个 焉 吝 坐标 变 
分 ， 而 独立 的 坐标 变 分 的 数目 只 有 {天 一 g) 个 ,广义 坐标 变 分 并 
韭 都 是 独立 的 ; 加 该 系统 的 自由 度 等 于 它 的 独立 坐标 变 分 的 数 
目 ， 即 
f=k—-g=3n-d- gp {1.2.21) 
它 小 于 广义 坐标 的 数 自 。 
1.3 位 形 空间 状态 空间 相 空 间 
在 分 析 研 究 质 点 系 的 机 械 运 动 中 ， 坚 变 荐 力 于 运动 的 物理 性 质 ， 
叉 机 注意 运动 的 几何 表现 。 在 这 一 节 里 ,将 引信 抽 得 的 多 维 空 间 {也 
括 位 形 空 间 、 状 态 空 间 和 相 空 间 ) 的 概念 ,把 质点 系 的 位 形 、 运 动 状 
态 与 包 维 空间 中 的 点 建立 一 一 对 应 的 关系 ， 通 过 几何 类 比 的 方法 ， 把 
质点 系 的 动力 党 现象 用 几何 语言 加 以 概 轿 ， 作 为 研究 质点 系 运动 的 辅 
助手 段 。 
1.3.1 位 形 空 间 


1.3.1.1 自由 质点 系 的 位 形 空 间 
1) 自由 质点 的 情形 
一 个 质点 的 亿 形 就 是 这 个 点 在 空间 的 位 置 。 为 了 措 述 一 个 自由 质 
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点 Mo 的 位 置 ， 江 要 建立 一 个 三 维 的 欧 几 里 得 (Euclid) 空间 ， 用 质 
点 在 此 空间 中 的 三 个 乎 长 几 tCartesian】 堂 标 ， 即 直 贡 音标 x ，Xz2， 
TT 就 可 以 确定 此 点 的 位 置 。 

用 这 个 点 的 三 个 谷 标 fl，ry， 3 
构成 一 正 芭 的 三 维 空间 ， 这 个 空间 称 
为 此 质点 的 位 形 空间 。 可 以 看 出 ， 自 
由 质点 的 位 形 空 间 就 是 三 维 的 欧 几 里 
得 空间 。 任意 瞬时 质点 Mo 在 现实 空 
间 中 的 位 置 ， 由 位 撒 空 何 中 的 一 个 点 
M 与 之 对 应 ， 这 个 点 称 为 位 形 点 。 如 
图 1-3-1 所 示 . 二 者 吻合 ,质点 
Mo 在 现实 空间 中 的 运动 与 位 形 点 M 图 1-3-i 
在 位 形 空间 的 运动 ， 也 相互 吻合 。 在 此 空间 中 ， 无 限 小 线段 长 (或 弧 
长 元 素 ) 的 平方 


《ds = (dri) ?+ (dx3)2+ (dxa)” 1.3.1) 
称 为 距离 的 度量 。 此 式 不 因 华 标 轴 的 平移 而 变化 ， 也 不 因 举 标 轴 的 族 
转 而 变化 ， 前 者 反映 了 欧 几 里 得 空间 的 均匀 性 ， 后 者 反映 了 它 的 等 向 
性 

2) 目 直 质点 系 的 情形 

设 菜 上 日 由 质点 系 由 ”个 质点 组 成 ,这 n 个 点 的 位 置 的 有 序 集合 
称 为 该 质点 系 的 位 形 。 在 现实 空间 中 ， 和 党 要 用 3n 个 坐标 i， 全 2， 
…，<zan 来 描述 此 质点 系 的 位 形 ， 因 此 ， 位 形 是 3n 个 实数 zx， 
…，z3n 的 有 序 的 集合 。 

用 这 个 质点 系 的 3n 个 坐标 Fr1，z Ti 构成 一 正 变 的 37 
维 空 间 ， 这 个 抽象 的 空间 称 为 此 质点 系 的 位 形 空 间 ， 简 称 * 空间 。 
位 形 空间 中 的 任意 一 个 点 对 应 于 此 质点 系 的 一 个 位 形 ， 因 此 称 为 位 形 
碟 ， 它 的 坐标 就 是 M(x ,x2,… ,x3n)。 由 此 看 出 ， 位 形 空间 是 一 个 
密集 点 的 集合 ， 不 能 用 三 维 的 图 形 画 出 来 ， 只 能 去 想像 它 。 为 了 便于 
理解 ， 画 出 它 的 示意 图 ， 如 图 1 一 3 一 2 所 示 。 质 点 系 的 运动 规律 ， 即 
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其 位 形 随 时 间 变 比 的 规律 由 
Tx, x(t) (7 一 ,2 ,3n) (1.3.,2) 


描述 。 按 照 此 规律 质点 系 在 现实 空 
词 中 由 茶 一 位 形 连 续 运 动 到 为 一 位 形 ， 
此 过 程 在 位 形 空间 中 、 即 在 图 1-3-2 
中 的 配 射 则 是 位 形 点 MM 由 并: 点 连续 
变化 到 Mz 点 。 形成 一 条 曲线 向 入，， 
此 曲线 称 为 位 形 轨 线 。 

在 此 上 位 形 空间 中 无 限 小 线段 长 
(或 弧 长 元 素 )， 即 距离 的 度量 被 规定 
图 1 一 3 一 2 为 


《ds)2 = 3 )? (].3.3) 


与 在 自由 质点 情形 中 一 样 . 它 反映 了 该 位 形 宰 5 间 容 有 均匀 性 和 等 向 
性 。 
1.3.1.2 非 自由 质点 系 的 位 形 空间 

1)》 非 自由 质点 的 情形 

设 某 质 点 Mo 所 受 的 
约束 是 定常 的 完整 约束 ， 
它 的 运动 轨迹 是 某 固定 
曲面 S 上 的 一 条 空间 曲 
线 a0 疝 ， 如 图 1-3-3 所 
示 。 此 质点 在 曲面 S 上 
的 位 罩 可 以 用 三 个 直角 
华 标 xi， zz，xzi 来 确 
定 , 不 过 这 三 个 坐标 并 
非 都 是 独立 的 ， 独 立 的 图 1-3-3 
坐标 数 只 有 两 个 。 

如 同 在 自由 质点 的 情形 那样 ， 用 这 三 个 华 标 构成 此 质点 的 位 形 空 
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间 ， 不 这， 非 自 由 质点 的 这 个 位 形 空 间 与 自由 质点 的 不 同 ， 由 于 它 的 

三 个 坐标 轴 G 只 有 两 个 是 独立 的 ， 位 形 点 在 其 空间 中 的 运动 是 受 约 来 的 
(在 自由 质点 中 ， 位 形 点 的 运动 是 自由 的 }， 这 给 应 用 带 来 不 使 ， 上 代 而 
引出 了 另 一 种 表述 方法 。 

在 固定 的 有 昌 面 S 上 选取 两 报 正 交 的 二 维 空间 曲线 坐标 gj ,9z, 用 
它 来 确定 质点 Mo 在 临 面 上 的 丰 置 。 空 间 曲 线 坐 标 qgi,oz 张 成 的 空间 
《 即 曲 面 的 算 拓 )》 称 为 三 维 葡 几 里 得 空间 中 的 二 维 子 空间 。 在 这 里 ， 
直 般 誉 标 xz1 ,ry ,x4 和 曲线 坐标 gi ,gs 之 间 的 变换 关系 为 


十 1 = xit dL 42}: XTX2 = T2192), TA4= AAG 92) 


(1.3.4) 
而 质点 的 无 限 小 线段 长 【或 狐 长 元 素 )， 即 上 距离 的 度量 
Gr, Dr, 
{ds)? = 3p3p3 30 po. dg,da, 
或 
2 2 
(ds)* = 2 2 grdg,dqn (1.3.5) 
其 中 
I， 
BE 一 >， = 一 Cl.3.6) 


: 他 好 |， Ado, 


称 为 曲 而 S 的 度 基 系数 。 它 是 曲线 坐标 9 ，g; 的 函数 ， 随 着 gw，，w， 
的 不 同 取 值 ， 度 量 系 数 gx 的 值 也 将 不 同 ， 于 是 曲线 坐 标 v，，v， 张 
戌 的 二 维 子 空间 不 再 具有 均匀 人 性 和 等 向 性 ， 它 属于 更 -- 般 的 黎 曼 
《Riemann) 空 站] 。 

用 质点 Mo 的 两 个 坐标 g1 ,gz 张 成 -- 正 交 的 二 维 空间 ， 称 为 此 上 质 
点 的 位 形 空间 ， 如 图 1-3-4 所 示 。 任 意 朋 时 ， 质 点 M， 在 现实 空间 
中 的 位 置 映射 到 位 形 空间 则 是 位 形 点 名 (gi,9;)。 在 现实 空间 中 ， 质 
点 Mo 滑 任 一 轨迹 cp 加 的 可 能 运动 映射 到 此 位 形 空间 中 ,， 则 是 位 形 点 
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M 沿 位 形 轨 线 吗 的 连续 运动 。 

2) 非 自由 质点 系 的 情形 

设 某 质点 系 由 个 质点 组 成 ， 内 有 
df 个 定常 的 完整 约束 ， 相 当 于 此 质点 系 
在 4 个 空间 曲面 组 成 的 超出 面 上 运动 。 
由 式 《1.2.1)》 和 和 式 《1.2.19) 知 ， 此 
质点 系 的 独立 的 党 标 数 和 岛 由 放大 = 上 
=37 一 好 在 各 质点 的 3n 个 直角 坐标 
zt1，a， YY 中， 只 有 《3 一 过 ) 
个 坐标 是 独立 的 。 在 此 情况 下 ， 构造 此 
质点 系 的 此 形 空 间 有 以 下 两 种 方法 。 

一 种 是 用 3x 个 直角 坐标 x|1，z;， 
X34 玉 成 一 正 交 的 3n 维 空 间 ， 作 为 此 质点 系 的 位 形 空 间 ， 简 称 
zx 空间 ， 不 过 这 个 空间 的 3n 维 坐 标 中 ， 只 有 (3n ~4) 维 是 独立 
的 ， 于 是 ， 质 点 系 的 位 形 点 在 x 空间 的 运动 是 受 约束 的 ， 这 样 ， 将 
给 应 用 带 来 不 使 。 

男 一 种 是 恰当 地 选择 质点 系 的 (3m 一 gd) 个 广汉 坐标 gi， 2. 
3o do 用 这 (3x 一 4) 个 广 廊 誉 标 在 xz 空间 中 张 成 一 (3n 一 
4) 维 子 空间 ， 作 为 此 质点 系 的 位 形 空间 ,简称 og 空间。 出 于 尼子 空 
间 的 (3n -dd) 个 坐标 都 是 独立 的 ， 质 点 么 的 位 形 点 在 g 空间 中 的 
人 送 动 是 自由 和 的， 从 而 获得 广泛 的 应 用 ，。 


图 1 一 3 一 4 


在 这 里 ， 本 空间 的 坐标 x|， 1 Tin 与 gg 空间 的 些 标 gq1， 
2 "ss Yn :之 间 的 变换 关系 为 
工 : 二 工作 人 Tv 32 nd) 


42 一 Tag1 人 


(1.3.7) 


3 = Xastd1 1921" an 4) 


Zz 空间 具有 沟 句 福 和 等 向 性，yg 空间 则 没有 这 种 属性 。 
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由 1.2.1 知 ， 质 点 系 的 运动 可 以 用 广义 坐标 随时 间 的 变化 规律 类 
描述 ， 肢 
qa = yalt) a=1,2,..…,3n—d) 


在 现实 空间 中 ， 质 点 系 按照 此 规律 由 某 一 们 有形 连续 运动 到 另 - 一 位 
形 ， 此 过 程 在 位 形 4 空间 ， 即 在 图 1-3-5S 中 的 映射 是 : 位 形 点 MM 
由 Ai 点 连续 运动 到 BM 点 形成 位 形 轴 线 A M2 o 
1.3.1.3 归纳 

综 上 上 甩 述 ， 可 以 对 位 形 空 间 的 特 
征 人 敌 刘 下 归纳 。 

设 某 质点 系 由 个 质点 组 成 ， 
内 有 a 个 定常 的 完整 约束 ， 如 果 x = 
1， 央 为 砷 点 的 情形 ， 如 果 #4 = ， 则 
是 白 由 质点 系 的 情形 。 因 而 可 以 概括 
王 述 四 种 情形 。 

i1) 位 形 空 间 是 用 现实 空间 中 疼 1 一 3 一 5 
描述 原点 系 位 形 的 诸 坐 标 张 成 的 抽象 的 儿 维 空间 。 根 据 所 用 坐标 的 不 
同类 型 ， 仔 形 空 间 有 上 是 种 形式 。 

中 用 描述 质点 位 形 的 直角 坐标 ri1，ztza，…，+i 张 成 的 3z 维 位 
形 空间 ， 称 为 x 空间 。z 空 间 其 有 均匀 性 和 等 向 性 。 

用 描述 质点 系 位 形 韵 广 沁 坐标 g1，9;，"…，g3s_w 张 成 的 
(3n 一 好) 维 位 形 空 间 ， 称 为 g 空间。 空间 不 具有 均匀 性 和 等 向 性 。 

空间 是 欧 几 里 得 空间 ,yg 空间 是 x 空间 内 的 一 个 子 空间 ， 它 们 
之 间 的 变换 关系 为 式 (1.3.7)。 

(2) 质点 系 在 现实 空间 中 的 -个 位 形 上 映射 到 位 形 空 间 是 一 个 点 ， 
因而 ， 将 亿 形 空间 中 的 几何 点 称 为 位 形 点 。 这 表明 位 形 室 问 是 密集 的 
点 的 集合 。. 在 上 空间 中 ， 位 形 点 的 坐标 是 MTriyrz， ra)， 它 的 
运动 是 受 约 束 的 ， 相 当 于 位 形 点 在 此 空间 中 的 3n 一 4 维 超 曲 而 上 运 
动 ; 在 gq 空间 让， 位 形 点 的 坐标 是 Mg ,gs,…,93。 42)， 它 的 运动 
是 自由 的 。 


BCGLt 2 
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(3) 在 现实 空间 中 ， 质 点 系 按 照 自 年 的 这 动 规律 由 -个 位 形 连续 
运动 到 男 个 信 形 ， 此 过 程 在 位 形 空间 的 映射 是 ， 和 位 形 点 证 由 MM 
上 天 M2 点， 构成 一 条 连续 的 倍 形 轨 线 ”由 此 看 出 ， 位 形 点 帮 位 形 空 
问 中 的 运动 表征 普 此 质点 条 位 形 的 变化 . 

(4) 在 - 般 情 况 下 ， 位 形 空间 中 的 “个 几何 点 映射 着 质点 系 在 现 
实 空间 中 的 “个 位 形 ; 位 形 空间 中 的 ”条 谷 形 轨 线 映射 着 质点 系 丰 更 
空空 间 中 由 ”个 可 能 位 形 运动 到 另 ” “可 能 位 形 的 过 程 。 值 得 注意 的 
是 : 在 现实 宁 间 中 ， 两 个 质点 是 不 能 同时 由 所 同一 几何 点 的 ， 因 此 ， 
对 位 撒 空 问 中 的 某 个 位 形 点 米 说 ， 如 上 类 它 的 党 标 元 素 有 相同 数值 的 时 
贷 ， 在 现实 空间 中 就 没有 与 这 种 售 形 点 相对 应 的 可 能 位 形 . 


1.3.2 关 访 空间 相 空 间 


1.3.2.1 丑态 空间 
设 茶 质点 系 山 个 质点 组 成 ， 内 有 4 个 全 党 的 完整 约束 。 在 任 
上 是 瞬时 ， 洱 此 质点 系 的 (3 — dd) 个 位 形 生 标 ql: 42 7, gan 和 
ft3x- 避 ) 个 速率 dl 2 3 4 有 了 序 地 联合 在 一 起 ， 称 为 质点 
系 在 此 时 的 “状态 ”， 因 此， 质点 系 的 状态 是 由 2(3m - dd) 个 实数 组 成 
的 有 序 集合 、 
用 质点 系 的 【35 一) 个 位 拒 尝 标 td 和 利 【3 一 好 个 速 寺 坐标 
gs a=1,. 2, 1, 3n—a) 张 成 一 正 变 的 2137 一 已) 维 空间 ， 用 它 来 
表述 质 氮 系 的 运动 状态 ， 这 个 空间 称 为 状态 空间 ,简称 s 空间 。 在 任 
三 瞬 时， 质点 系 在 现实 空间 中 的 位 形 及 其 速度 的 分 布 情况 一 质点 系 
在 此 时 的 状态 ， 在 状态 空间 中 的 上 映射 是 一 个 几何 点 ， 栎 为 状态 点 。 当 5 
质点 系 的 状态 按照 自身 的 运动 规律 随 村 间 而 变化 时 ， 此 运 至 动 过 程 齐 状 
念 宇 问 中 的 映射 则 描绘 出 了 状态 点 变化 的 轴 耿 ， 状态 空间 中 的 这 条 日 
线 称 为 原点 系 的 状态 轨 线 
在 一 般 的 情况 下 ， 状 态 空 间 中 的 每 个 状态 点 对 应 着 质点 系 的 - 
可 能 的 状态 。 但 和 再 注意 .如 同位 形 空 间 - 样 ， 由 于 现实 空间 小 两 个 质 
癌 不 能 同时 占 描 阿 一 个 几何 点 ， 因 此 ， 对 于 状态 空间 中 的 英 个 关 坊 点 
米 说 ， 如 果 它 的 位 形 坐 标 元 素 有 相同 的 数值 时 ， 企 现 实 空 间 中 就 没有 
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中 这 种 状态 点 村 3 说 的 可 能 的 状态 ， 

永 诺 并 六 的 是 ,状态 空间 中 的 任意 条 状态 轴 续 不 一 定 能 作 表 硕 
生地 的 个 叮 能 的 运动 {可 能 状态 的 变化 过 程 )-。 寺 原 国 丰 于， 对 于 
证 坚 条 杖 在 轴线 来 证、 它 制 续 着 全 移 学 标 wg,、 速 地 9g, 立 间 的 大 
系 ， 然 而， 质 右 系 的 串 能 运动 厅 避 能 够 满足 这 种 闫 条 . 

亲子 对 状 态 空 隔 有 -个 档 略 的 了 狠 ， 堂 例 岗 末节 下 

长度 为 上 的 定 长 单 换 ， 和 在 图 1 3 60a) 所 吉 欠 志平 有 内 拱 
到 ,这 是 个 平面 问题 。 有 :个 大 点 、 个 定常 的 几何 约 吕 ， 人 性 的 独 
从 标 数 和 中 由 诬 横 等， 天 = 2n co=2<1-1- 1， 是 -个 白山 
嵌 的 系统 .选取 挠 5 馈 具 线 【 邯 静 平 黎 人 置 ) 的 夹 骨 gw 为 让 和 举 标 ;， 
它 的 运动 做 分 方程 为 【 参 由 例 4 1 


T 


屁 十 “nom— 0 
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这 是 -个 自由 度 的 后 线性 振动 站 是 今后 会 对 它 作 完整 的 解析 沦 证 。 
在 这 蜂 公 结合 状态 空间 慨 上 略 了 地 村 它 作 定性 的 说 时 . 

在 红 意 瞬时 ， 搜 的 广义 于 杯 、 广 广 速 束 分 别 沪 g、gg， 因 市 它 的 
状态 空间 旷 化 为 2 维 状态 伴 面 ， 如 网 1-3 6fby 所 ji。 

报 说 此 援 和 在 运动 由 的 最 大 皖 他 为 mw， 赤 大 角速度 为 p,,， 它 的 运 
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动 过 各 如下。 在册 【a) 中 ， 摆 锤 M 从 其 静 平 衡 位 置 Mo, 有 妈 = 
好 ,以 初速 率 p = gw 升 始 道 时 针 摆 动 。 op 于 渐 增 大 ，9p 逐渐 碱 小 ， 
全 扣 =D 时 ，9=Yo， 为 Mu 位置; 随后 ， 蛮 为 顺 时 针 捍 和 动 ，o 变 
信 ， 其 绝对 值 逐 渐 增 大 ，g 逐 河 减 小 ,至 mp=0 时 ，9p= 一 oo， 回 到 
A 全 半 ,接着 ，gp 变 人 针 ， 其 绵 对 值 逐 渐 增 太 ，w 的 绝对 值 逐 渐 减 
小 ， 笃 员 = 和 时，p= 一 om， 为 Ai 位置; 然后 ,再 次 变 为 道 时 针 近 
动 ， 安 正 ， 逐 渐 增 太 ，v 的 绝对 值 逐 渐 减 小 , 全 p=0 时 ， 史 = 
eu， 巡回 到 Ko 位置 ， 完成 一 个 周期 的 振动 。 这 个 过 程 在 状态 平面 
上 的 映射 如 多 (b) 所 示 ， 与 Mo(0, gm) 对 应 的 状态 点 为 M1(0, gm)， 
与 MRt p07) 对 应 的 是 MM (Cp,，0}， 与 Mo(0， 一 Pat Mt pm 0) 
对 应 的 是 M30， gpg) M(t- pm10)， 凤 在 状态 平面 上 描 绽 出 由 Ad 
开始 顺 时 针 转 动 ， 经 M;、M;3、M 再 回 到 M 构成 -封闭 的 状态 轨 
线 本 圆 曲 线 。 当 捍 的 祈 始 速率 pm 越 大 ， 则 摆 角 ww 也 越 大 ， 在 
状态 平面 中 所 对 应 的 权 圆 的 短 町 站、 长 轴 w 也 越 大 。 因 此 ， 把 在 现 
实 空 间 的 往复 摆动 柚 射 到 状态 平面 中 则 是 -椭圆 族 。 

如 采 在 状态 平面 上 选择 任意 点 M.， 一 定 能 够 找到 相应 的 一 个 椭 
加 通过 它 。 如 图 hb) 所 示 ， 并 在 现实 空间 中 找到 好 应 前 可 能 振动 过 
程 , 在 此 据 动 过 程 中 找到 与 M 相同 的 状态 、Pp、 和 %、。 

如 果 在 状态 半 面 上 任意 画 一 条 状态 轨 线 ， 例 如 画 -- 条 平行 十 8 
轴 的 直线 a， 如 图 (b》 所 示 ， 在 此 状态 轴线 上 ，wp 二 ol， 而 纪 却 可 
以 取 任 意 值 ，yp 、8 的 这 种 关系 是 此 摆 的 运动 无 法 满足 的 ， 即 状态 罗 
线 a5 不 能 代表 拉 的 可 能 运动 ， 

此 例 昌 简单 ， 却 有 一 定 的 代表 性 通过 此 位 可 以 看 出 ， 状 态 研 间 
适合 于 上 映射 质点 系 的 真实 运动 不 宜 用 来 研究 分 析 质 点 系 的 可 能 运 
动 。 
1.3.2.2 相 空 间 

三 祥 动 量 被 定义 为 质点 系 的 动能 工 对 广义 速率 (a = 1，2， 
3 一) 的 篇 导 数 ， 即 


ps = 3 (a=l,2,.", 3nx—d) 


28 


其 生动 能 了 是 广 沈 学 标 G 利 广 兴 速 帝 o 的 果 数 . 

修 哈 窗 顿 (Hanulton) 原理 中 ， 一 般 用 广 计 坐标 9。 和 广 半 动量 
ps 棚 述 质点 系 的 状态 。 

用 ft3n dd) 个 广 让 誉 标 gg gn 2 和 (37 一 权 ) 个 广 
攻 动 基 产 ，pa，…，p 4 从 成 一 正 次 的 2(3n -如 1) 维 的 衬 间 ， 有 上 用 米 
表述 质点 系 的 运动 状态 ， 这 种 空间 称 为 相 空 间 。 相 空间 是 王 述 状态 空 
避 的 一 种 变形 ， 具 有 状态 空间 所 有 的 特性 。 


1.4 上 庶 人 位移 虚 速 度 


1.4.1 实 位 移 可 能 位 移 


1.4.1.1 实 位 移 
奈 扣 或 质点 系 在 其 真实 的 运动 中 ， 在 一 定 的 时 间 间 陪 内 发 生 的 位 
移 称 为 该 古 点 或 质点 系 的 实 位移 ， 道 常 用 dr, 表 杰 质点 系 中 的 第 :1 个 
质点 的 实 位 移 。 实 位 称 是 在 - 定 的 时 间 过 程 中 发 生 的 ， 如 果 时 间 间 陋 
微分 方程 及 运动 的 初始 条 忻 ， 区 要 满足 该 质点 或 质点 系 的 约束 方程 。 
设 基 质点 在 一 曲面 上 运动 ， 在 瞬时 和 +adi; 分 别 位 于 曲面 上 的 
ATIzyyvz) 和 AT+dryy+dys+Tdr)7 点 。 这 两 个 点 的 坐标 均 应 满 
是 此 曲面 的 约束 方程 ， 有 即 
ty 
firtdry+t+dy,2z+dez,t+di)=0 
将 上 式 在 M 点 展 成 泰勒 级 数 ， 栈 去 一 除 和 一 阶 攻 上 的 各 项 ， 得 
(lrtdr,yt+dy,z+dz,t+d:) 
fryet) ta tdr +t ldy + tde + hdr=0 
将 晶 面 约 东方 程 代 人 上 式 ， 得 
. 了 . 
Edr+ dy +t dd-0 (1.4.1) 
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让 局 性 


2 fa —0 (1.4.2) 
dr of 


1， 器 | 
7 2 | 4 
这 是 此 质 丰 的 实 位 和 dr 芝 共 在 月 作 学 杯 系 中 的 投影 dd 、dvwv、dz 应 
该 注 吕 前 约 孙 方程 ， 这 遇 个 而 称 岂 是 以 其 约 果 上 程 【 二 11.1.1)》 和 
式 《1.1 227) 下 接 灯 关 间 类 全 扩 分 得 旬 
如 里 下 牧 系 统 由 避 个 硬 点 让 成 内 有 第 人 来， 个 非 
证 再 约束 ， 启 未 统 亚 夺 上 的 空竹 称 庙 满 里 统 的 约 打 方程 式 
{1.1.20)》 和 (1.1.21) 
1 4-1.2 可 能 生物 
刘 1.2-2 所 壕 ， 几 点 或 质 鼎 系 失 大 旺 其 约 桌 罗 件 的 运动 称 汶 该 质 
如 束 班 总 系 的 避 能 运 雪 在 若 定 的 肯 于 和 和 形 上 ， 以 战 给 定 的 时 间 问 
隐 内 ， 质 点 或 大 点 系 在 可 能 运动 中 六 约束 人 允许 的 位 移 称 为 该 质点 成 质 
局 条 的 可 能 位 称 ， 通 常用 dr, 表 沙 夺 点 系 中 第 1 个 质点 的 可 能 位 移 ， 
是 能 位 移 基 入 一 -定夺 间 过 程 的， 这 上 续 王 实 人 让 移 相 同 ， 查 中， 
它 电 满 是 约束 方程 ， 未 从 满足 二 天 学 二 动 竹 分 并 程 和 运动 的 初 录 条 样 。 
工 某 几 点 在 :曲面 二 作 可 能 运动 ， 拓 有明 时 > ， 害 入 天 曲面 的 
Mo dT tz +dr" ,ww + 
d= + }， 可能 位 科 轿 


dr rdyv Ftd= kk 


中 六 位 移 的 情形 样 ， 可 以 措 导 出 可 能 代称 庙 满足 的 约束 方程 


中 a .0 ,2 
Sd dd 1 gi-0 (1.4.3 
< 4 ci 和 cl 立 站 下 

1 rr J 口上 一 - 

rr Tt 申 (1,.4,4) 
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如 果 某 质点 系 的 有 个 质点 之 间 有 个 完整 约束 ，g 个 非 完 整 的 
束 ， 种 质点 的 可 能 位 称 要 满足 统一 的 约束 方程 ， 即 


Dyas dr + Asd: - 0 (B=1,.2,",d + g) 
1 1 


Sadr 十 Bady, + Cade, ) + sd = 0 (B=1,2, ,d+ g) 

由 于 上 述 约 束 方 程 的 方程 数 有 只 恒 少 于 谷物 的 数 昌 ， 此 质点 系 的 可 
能 亿 称 有 很 多 组 ， 也 就 是 说 ， 实 位 移 属 于 可 能 位 移 的 范围 ， 任 -瞬时 
的 可 能 位 移 木 必 是 实 位 移 。 


1.4-2 上 庶 位 移 
上 碟 位 向 是 分 析 力 尝 中 的 -个 重要 概念 ， 它 与 实 位 移 、 可 能 位 移 有 
本 质 的 区 串 . 


1.4.2.] 虚 位 移 

笃 纵 定 的 瞬时 和 位 形 上 ， 在 约 东 允许 的 茶 件 下 ， 质 点 或 质点 系 的 
无 良 小 仔 移 称 为 该 点 或 质点 系 的 虚 位 移 ， 通 常用 8r, 表示 质点 系 中 第 
: 个 质点 的 虚 位 移 .这 里 的 “人 ” 是 1.2.2 中 的 等 时 变 分 符号 。 康 位 移 
是 虚设 的 无 限 小 位 移 。 它 的 给 出 无 需 力 的 作 腹 或 任何 时 间 过 程 ， 是 非 
时 间 参 量 的 变化 引起 的 ， 它 对 质点 或 质点 系 的 特性 ， 如 平 窒 状态 、 运 
动 状态 、 能 景 等 等 ， 洒 会 带 米 任何 影响 ， 

设 某 质点 在 ~-- 曲 上 别 上 运动 ， 豚 时 + 它 位 于 曲面 上 的 M(xz,y,z) 
上 点， 由 于 庶 位 移 是 非 时 间 参 熏 引 起 的 ， 相 当 上 在 此 瞬时 把 时 间 “ 兴 
闻 ” 住 ， 不 再 延续 ， 即 5: = di 0， 此 曲面 也 被 “ 凝 赐 ” 住 ， 即 使 它 
是 -- 个 非 定常 约束 ， 此 时 也 被 “凝固 ”为 -定常 约束 ， 不 崩 变 动 了 ， 
在 此 时 、 此 位 兽 上 ,给 质 点 -一 康 位 移 Br (有 了 时 称 为 等 时 变更 的 信 
柳 )， 和 使 它 挪 全 MM (r+Br,ytSv;2+2) 点 ， 夫 中 Sr、 人 vv、 全 < 为 庚 
位 移 Sr 在 直 和 角 坐 标 系 上 的 投影 ， 即 


Br =Brit Sv + Bk (1.4.5) 


也 斌 是 堂 标 x+、y、z 的 变 分 。 注 意 到 虚 位 称 是 约束 所 允许 的 ， 面 且 
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57 = 和 0，RT 点 、AMf 点 的 华 标 都 满 是 约 呆 方程 ( 式 《1.1.2))， 旭 
f(z, Ys 一心 
trtdrsytdy2t+d-,t)=0 


将 上 式 在 M 点 展 成 泰勒 级 数 ， 略 去 一 阶 和 二 阶 以 上 的 各 项 并 将 上 述 
约 桌 方程 代入 ， 得 


3s + day+t tar=0 (1.4.6) 
Dr A 一 加 一 
6j .Sr -0 (1.4.7) 
人 Tr 
共 中 
6 _ 657, At 


式 【1.4.6) 和 和 成 《1.4.7) 是 质点 在 M 点 的 虑 位 移 应 满足 的 的 东方 
程 。 此 方程 也 可 以 对 约束 方程 ( 式 (1.1.1) 和 式 (1.1.2)》 求 等 时 
变 分 直接 得 到 ， 述 可 以 通过 如 下 方式 得 到 : 在 同一 肯 时 、 同 一 位 置 
土 . 在 相同 的 时 间 闻 了 秽 肉 ， 选 取 发 生 的 任意 两 个 可 能 位 称 dr” 利 

“， 注 意 到 它 休 具有 相同 的 条 件 ， 在 它们 应 满足 的 约束 方程 式 


(1.4.4) 中 ， 系 数 光 、 守 应 该 相同 ， 取 此 二 方程 之 差 ， 即 
到 (dr dr’*)=5/.8r=0 
FF rr 


其 中 
Sr=dr”  - dr™* tl1.4.8) 


因此 ， 有 了 时 亦 将 虚 位 称 定义 为 在 同 - :- 瞩 时 、 同 -位 形 上 ， 在 相同 的 时 
闻 间 中 发 生 的 任意 两 组 可 能 位 移 dr 、dr” “之 差 。 
如 果 -质点 系 和 让 x 个 质点 组 成 ,内 有 个 完整 约束 、g 个 非 完 
整 约束 ， 那 么 各 质点 的 虚 位 称 要 满足 统一 的 约束 方程 { 式 (1.1.20} 
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各 忒 (1.1.21))， 不 过 在 人 这些 上 方程 中 ， 庙 将 人 短 分 符号 履 为 从 分 衬 号 ， 
Sr 二 dr 二 人 0， 上 缀 


oa 0 ea 
SYAs Bx, 十 Ba 全 + Cadz,) = 
(B=1,2,.… ,9 ter C1 .4.10) 
1.4.2.2 虚 垃 称 和 的 几何 :性质 
为 方便 起 见 ， 引 人 曲 商 Ffr vv ,0 在 M 扣 的 单位 法 向 矢量 
m。 如 上 所 述 ，M 点 的 虚 位 移 是 月 时 + 把 时 间 和 上 曲 而 “凝固 ”后 为 约 
束 多 许 的 无 限 小 位 移 ， 因 此 ,曲面 ffy ,vv ti)=0 即 使 是 非 定常 约 
来 ， 在 瞬时 也 被 “凝固 ”为 定常 约束 ， 即 有 (x ,wv,z,1)-0(1 为 
常量 )。 由 微分 几何 理论 可 知 ， 对 于 定常 约束 由 面 二 的 任 一 点 的 法 线 
来 说 ， 它 的 .个 方向 余弦 分 别 与 该 曲面 在 此 点 的 偏 导数 9A、 哮 、3 
成 正比 ， 即 此 曲 而 的 单位 法 向 矢量 中 可 以 写作 
CC 3 (1.4.11) 
式 中 C 为 比例 系数 。 对 式 (1.4.5) 和 式 (1.4.11) 作 点 积 运算 ， 再 
将 式 (1.4.6) 代入 ， 得 
ndr= CT LBr + ey+ tr) -0 (1.4.12) 
br 这 
这 表明 : 在 给 定 的 瞬时 ， 将 时 间 和 曲面 “凝固 ”后 ， 质 点 在 曲面 其 .- 
点 上 的 虚 位 称 垂 直 于 此 曲面 在 此 点 的 法 线 ， 或 者 说 ， 质 点 的 谭 位 移 位 
于 被 “凝固 ”曲面 上 某 个 点 的 切 平面 内 ， 而 这 个 点 正 是 此 质点 所 处 的 
位 置 。 虚 位 移 是 一 个 用 来 反映 约束 在 给 定 眠 时 的 性 质 的 几何 概念 


i.4.3 韦 位 移 与 可 能 位 移 、 实 位 移 的 关系 


在 定常 约束 的 情况 下 ， 可 能 位 称 、 实 位 称 应 满足 的 约束 方程 ( 式 
Cl.4.4) 和 式 (11.4.2)) 分 别 虹 化 为 
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df. * 一 of. 一 
了 dr 人 ， jr dr 二 0 


与 虚 位 移 的 约束 方程 ( 式 (1.4,7)) 的 形式 相同 ， 因 此 ， 在 定常 约束 
的 情况 下 〈 还 包括 非 定常 约束 中 区 -0 的 情形 )， 可 以 把 虚 位 移 视 为 
可 能 发 生 却 尚 末 发 后 的 可 能 位 移 ， 实 位 移 是 众 志 虚 位 移 〈 亦 昆 可 能 位 

在 非 定常 约束 的 情况 下 ， 可 能 位 称 、 实 位 称 的 约束 方程 ( 式 
(1.4.4) 和 和 式 (1.4.2)) 与 感 位 称 的 约束 方程 ( 式 (1.4.7)) 不 辐 
(前 者 多 了 354de 项 )， 因 此 ， 在 非 定常 约束 (不 包括 3 = 0) 的 情形 
中 ， 不 能 把 虚 位 移 帘 为 可 能 发 生 ， 却 尚未 发 牛 的 可 能 位 移 ， 实 位 移 是 
众多 可 能 位 移 《 不 是 应 位 移 ) 中 的 一 个 。 

图 | 一 4 一 1 所 示 为 一 单 
捆 ， 它 的 约束 方程 为 

Ty + 一 22 

是 -个 半 和 梭 为 / 的 球 而 ， 属 
于 置 常 几何 约束 .在 菜 肯 时 
:， 此 探 位 十 图 1 一 4 一 1 的 
OM 位 置 ， 摆 狂 M 的 虚 位 移 
和 可 能 位移 都 生 OM 垂直 ， 
它们 是 此 球面 在 M 点 的 切 平 
面 中 通过 M 点 的 任意 两 个 所 
基 Sr 和 dr7”r。 此 时 的 实 位 移 
它 的 方位 和 指向 则 由 M 点 〈 摆 锤 ) 的 运动 方程 确定 ， 不 能 任意 设 
定 。 这 表明 : 在 定常 约束 中 ， 虚 位 移 可 袖 为 可 能 位 移 ， 实 位 移 是 众多 
虑 位 移 (也 是 可 能 位 稳 ) 中 的 -一 个。 

图 了 工 一 4 一 2 所 示 是 一 个 变 长 单 摆 ， 作 的 约束 方程 为 


十 vy 十 2 = (fC— at 


图 1-4- 1 
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寻 I1 44 2 

皖 长 7? 二 OM= 袖 一 wt， 随时 间 而 变化 ， 属 十 太 窒 党 几何 约 末 ， 秦 肚 
时 ff， 皖 人 ] 图 111-4 一 2 的 QM 信和 置 ，M 村 和 各 为 :=~- wf 的 球 
而 | 上 上; 有 网 H+ df， 扫 信 于 OM 伍 答 ，M 在 企 往 为 上 一 jn 一 
x 《f+di) 的 球面 中 上。 在 由 Mf 全 MM 的 可 能 运动 中 ，M 可 以 是 球 
面 开 上 的 任意 一点， 而 在 和 位 移 中 ， 提 锤 在 球面 上 的 确切 位 置 AT 
则 辟 由 摆 锤 的 运动 方程 米 确 士 ， 不 能 任意 带 定 - 这 表明 : pH 能 信物 
dr -MMT 和 实 位 移 dr 二 MMM 不 各 自 二 OM 7， 实 体 移 是 浆 黎 可 
能 位 称 中 的 个， 个 于 瞬时 于 Mf 点 的 虑 位 称 Br 加 庙 这 样 冰 硼 定 : 
在 此 时 ， 把 时 也 和 幅面 “ 肇 大 ”有 ， 井 和 碳 变 为 半径 -1 wz {这 时 
的 是 此 瞻 时 的 轩 回 值 ， 不 冉 是 变量 了 ) 不 凡 变 和 化 的 奈 向 | ，M 点 
的 座位 称 5r 下 让 二 个 ， 它 位 上 球面 1 在 网 丰 的 二 于 面 肉 ， 开 通过 
MA 二 的 和 全 克 了 眼 小 的 让 税 - 它 晤 此 上 酸 时 风 点 的 可 能 个 入 r  ， 训 舍 
移 dr 不 十 类 | 四 广 ， 这 去 昌 ; 在 非 定常 约束 中 ， 记 位 称 不 能 视 为 可 能 
位 各 ， 实 竹 稀 岂 不 是 众 儿 庶 作 和 过 中 的 个 . 


1.4.4 实 速 度 可 能 速度 


调 东 大 点 系 由 广 个 帮 点 组 成 ， 肉 有 个 完整 约 求 、g 个 非 完整 
约 末 ， 在 其 力 系 作用 下 运动 ， 
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1.4.4.1 实 这 度 
质点 系 的 实 速 度 是 它 在 共 真 实 运动 中 的 速 育 ， 通常 用” 表示 第 : 
个 质点 的 速度 
_dr, 
Fr, Li dr 
各 质点 的 实 速度 既 要 满足 该 质点 系 的 运动 微分 上 方程 和 运动 初 怒 条 
件 ， 受 要 满足 它 的 约束 方程 ， 其 中 守 整 约束 方程 为 式 (1.1.8) 和 式 
(1.1.9)， 非 完整 约束 方程 为 式 【1.1.54 和 式 {1.1.6)}， 统 -- 写 为 


> ya " r, + a = 几 

r l 

DCAgT, + Bay, + Cox) + As = 0 (B= ,2 ,d+ pg) 
1 1 

Wa 二 


{1.4.13) 
1.4.4.2 可 能 速度 
质点 系 的 可 能 速记 是 在 其 可 能 运动 中 的 速度 。 通 常用 +*” 表示 第 
1 个 质点 的 可 能 速度 
.2 dr, 
Td 
各 质点 的 可 能 速度 内 圭 满 足 此 质点 系 的 约束 方程 ， 这 些 方程 与 式 
《1.4.13》 类 同 ， 只 需 将 式 中 的 实 速 度 Ff 、x,、w,、z, 改 为 可 能 速度 


上 有 性 上 甘 甘 
rT，,，，] 


2 yor +Asg=0 
下 。 f 一 ,2 ,d+ ) 
Di (Agr, + Bay, + Cy A ol 1 加 
(1.4.14) 
由 十 约束 方程 式 【1.4,14) 的 方程 数目 醒 少 于 此 质点 系 速 度 的 数 
和 


日 ， 所 以 、 在 给 定 的 肯 时 和 位 形 上 ， 质 点 系 的 可 能 速度 有 很 多 组 ， 这 
是 不 局 于 实 速度 的 。: : 般 地 说 ， 实 速度 属 十 可 能 速度 的 范围 ， 任 意 瞬 
时 和 位 形 上 的 可 能 速度 未 必 是 实 球 度 。 

由 约束 方程 式 (1.4.13) 和 式 (1.4.14) 可 看 出 ， 实 速度 和 可 能 
速度 不 怪 有 限制 为 无 眼 小 量 ， 它们 可 以 荐 有 限 基 。 


ti.4.5 和 虚 速度 


在 1.3.2 中 ， 曾 对 虚 位 移 做 过 这 样 的 论述 ， 在 给 定 的 瞬时 和 人 忆 形 
上 ， 质点 系 的 虚 位 称 是 约束 允许 的 无 限 小 的 位 称 。 它 的 给 出 ， 无 需 力 
或 运动 初始 条 件 的 作用 ， 匹 需 任 何 时 间 过 程 等 等 。 现 在 ,为 了 应用 上 
的 方便 ， 可 以 认为 所 给 出 的 虚 位 移 8r, 经 历 了 谍 限 小 的 时 间 问 隔 di， 
并 把 质点 系 第 :个 质点 的 呀 速度 定 六 为 
全 
dr 
式 中 的 “入 ”代表 有 限 变 更 ， 表明 虚 速 度 可 以 是 有 限量 。 
如 果 在 虚 位 称 的 约束 方程 式 (1.4.9) 和 式 (1.4.10) 的 等 号 两 
侧 同 时 除 以 de， 再 将 式 (1.4.15)》 代入 ， 可 以 得 天 虚 速 度 的 约束 方 
程 


Ar, 一 上 = (1 .4.153) 


> wa :Ar,=0 
1 一 上 
, (B=1,2,,.d+g) 
1 1 
(1.4.16) 


其 中 
和 六 = Ari+Ay + A {1.4.17) 


虚 速 度 的 约束 方程 式 (1.4.16》 还 可 以 通过 以 下 方法 得 和 天: 在 同 

一 瞬时 、 同 一 位 形 上 ， 给 出 此 质点 系 的 任意 两 组 可 能 速度 F* 和 
r，”，r”、Fr ”应 满足 约 东 方程 式 {1.4.14) 为 

wa rt+A4e=0 (A) 
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-一 Ws - + 0 cB) 


由 于 这 两 组 可 能 速度 只 有 相同 的 条 件 ， 式 (A)、 式 (B) 中 的 系 
数 ws 和 ;是 相 坷 的 ， 取 上 (A) 和 式 (B) 之 差 ， 即 


7 fr 广 " 一 


1 相 1 


Vw, :Ar 0 


其 中 
人 让 ”一 下 《1 .二 18》 
由 此 ， 虎 迪 度 有 上 时 和 定式 为 : 在 同 瞬时、 同一 位 形 上 ， 质 点 系 的 可 能 
速度 的 石 眼 空 亚 - 
比较 式 (1.4.9) 和 式 (1.4.16) 可 以 看 出 ， 在 - 阶 线 性 的 约 求 
情 涡 下， 虚 三 秆 约束 上 方程 币 典 巡 度 约 求 方程 除了 元 达 符 号 的 区 曙 以 
外 ， 是 定 企 一 化 的 ， 
导 虚 位 移 类 似 ， 虞 速度 有 如 下 族 质 ， 中 质点 系 的 下 速度 是 非 时 间 
和 艰苦 的 此 化 内 起 的 ， 可 以 视 为 在 给 定 瞬 时 和 位 形 目 ,将 时 间 和 药 束 
“此 回 ” 后， 得 原点 为 约束 所 匈 许 的 这 动 速 放 :， 它 是 公 质 点 相 则 于 纺 
有 呆 的 相对 速度- 馈 玲 速度 的 几何 性 质 与 虚 位 移 的 相同 : 上 庶 速 度 位 于 被 
“ 半 加 ”的 约束 曲面 在 此 质点 所 在 位 置 的 切 平 面 内 ， 好 果 被 “ 半 固 ” 
的 约束 曲面 在 夺 点 所 在 位 置 处 的 单位 法 向 矢量 用 nn 表示 ， 则 有 
mr {1 .4.19) 
呈 在 定常 拘束 的 情况 下 ， 质 点 系 的 虚 达 度 可 视 为 吕 能 发 生 、 下痢 天 发 
生 的 中 能 速度 ， 实 速度 是 谷 多 虎 速 度 【 也 是 可 能 速 庶 ) 中 的 一 人 个。 名 
古 正 写 常 约 求 证 不 伍 手 及 A 0 的 情形 )， 唐 速度 不 能 秽 为 可 施 
生 、 却 尚 本 发 生 的 可 能 建 度 ， 实 建 度 号 众多 可 能 速度 【不 旦 虚 速 度 ) 
中 的 -个 . 
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1.4.6 用 广 委 坐标 表示 的 虚 位 移 和 和 庶 速 度 


1.4.6.1 完整 系统 的 情形 
很 淄 某 完整 系统 由 rn 个 质点 组 成 ,内 有 个 完整 约束 ， 由 
1.2.,3 知 ， 完 整 系统 的 自 山 度 f 等 十 它 的 广 攻 坐标 的 数 日 ， 即 
f=k=3n-d 

组 悦 怡 当地 选 择 庆 个 广 疡 举 标 g1，92，…， 由 ， 加 以 方便 地 硼 定 该 
系统 的 位 形 ， 各 质点 的 直角 尝 标 或 站 答 均 呈 表述 为 时 间 和 广 饼 举 标 的 
哨 数 ， 岩 

X= 下] 

Y= ye) l {12=],2,. ,nn) 

gt 一 Ri 


r= roger dt) C1 二 1,2. ,nm) 


诈 意 到 上 虚 和 位移 就 是 等 时 变 分 ， 是 非 时 问 参 量 【 在 这 和 毕 就 是 广义 学 
标 ) 的 变化 引起 的 磷 眼 小 的 位 移 ， 于 是 ， 在 给 定 的 瞬时 和 位 形 上 ， 将 
时 间 “ 凝 固 ” 号 ， 上 式 分 别 对 广 广 坐标 作 一 阶 等 时 蛮 分 ， 可 获得 用 广 
闪 坐 怀表 述 的 各 不 点 的 虚 倍 移 的 囊 达 式 


吕 vi 12, | 
本 一 Bo, yo 
< dy 
Sy, 一 > wd| Ci 一 1.2,…-，,Pp] 《1 .4.20) 
AN、 条 
合 &， 一 Es 于 939。 
点 
ar, 
Fr， 二 2 Fo Sy (C7 = 1] ,2 {1.4.217 
立 1 计 


上 上 忒 等 号 的 两 侧 问 时 除 以 无 限 小 的 时 间 间 隔 dz ， 将 式 (1.4.15) 
和 式 【1.4.171 代入 ， 并 将 
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. _ qe 
Ad = (1.4.22) 


定义 为 1" 文 坐 标 虚 速率 ， 则 可 获得 用 广义 坐标 表述 的 各 质点 的 虚 速 度 
的 表达 式 


dq 9 (1 = 1,2,,n) (1.4.23) 


皮 
Ar = >， 一 一 Ad。 (1 = 1,2,.…,n) (1.4.24) 


在 式 《1.4.20) 和 式 (1.4.21》 中 ， 广 坐标 变 分 亦 妈 广 训 坐标 
虑 位 移 Sg 一 共有 右 =3n 一 上 个 ， 该 完整 系统 的 自由 度 ff 也 是 {3 一 
d) 个 ,这 表明 ， 在 完整 系统 中 ， 广 广 坐 标的 女 位 移 、 虚 连 度 都 是 独 
立 的 。 
1.4.6.2 非 完 整 系统 的 情形 

假设 在 n 个 质点 组 成 的 非 完整 系统 中 ， 有 4 个 完整 约束 ，g 个 
非 完 整 约束 ， 由 1.2.3 知 ， 在 非 完 整 系统 中 ， 广 8 坐标 有 名 E=3n 一 a 
个 . 它 的 目 由 度 ， 也 就 是 独立 的 党 标 变 分 的 数目 为 f=3xn 一 dd 一 gg 
个 。 

如 同 完整 系统 一 样 ， 恰当 地 选择 上 个 广 记 人 激 标 sg。 (a= 1，2， 
…， 下 )。 可 以 方便 地 确定 此 非 完 整 系统 的 位 形 ， 各 质点 的 直角 坐 标 
或 天 径 殉 可 表述 为 时 间 和 广内 坐标 的 画 数 ， 如 式 《1.2.2) 和 式 
{1.2.3)。 用 广义 坐标 表述 的 各 质点 的 虚 位 移 、 虚 速度 的 表达 式 ， 如 
式 (1.4.20)、 式 (1.4.21)、 式 (1.4.23) 和 式 (1.4.24)。 

与 完整 系统 不 同 的 有 是， 在 非 完 整 系统 中 ， 用 广 记 坐标 表述 的 各 质 
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点 的 虚 位 御 ( 式 (1.4.20) 和 式 (1.4.21)》 及 虚 速 度 ( 式 (1.4.23) 
和 式 (1.4.24)), 一 共有 无 个 广义 虚 位 称 5g。、 上 个 广 浪 虚 速 度 Aq。 
(a 二 1,2,…, 记 yy， 但是， 它们 并 非 者 是 独立 的 ， 要 受到 gg 个 非 完 整 约 


东方 程 


> apdg. = 0 《有 一 1.2, 入) 
十 一 下 


Dap Aad, = 0 (8 一 1,2,",g8) {1 .4.25) 


的 制约 。 因 此 ， 在 非 完 整 系 统 中 ， 各 质点 的 虚 位 移 表达 式 和 虚 速 度 表 
达 式 中 ,广义 坐标 硒 位 移 8g。、 广 义 坐 标 虚 速率 Aa。 各 有 下 =3n 一 4 
个 ， 然而， 独立 的 广义 坐标 和 内 位 称 89。 和 广义 坐标 虚 速 率 Ag。 各 有 
(大 一 上 ) 个 ， 这 表明 ， 在 非 完 整 系统 中 ， 独 立 的 广义 坐标 的 虑 位 称 、 
独立 的 广 沁 坐标 虚 速 率 分 别 等 于 非 完 整 系统 的 自由 度 ， 小 于 该 系统 的 
广义 坐标 的 数目 。 


i1.5 理想 约束 


1.5.1 约束 力 


在 非 自 由 质点 系 中 ， 各 质点 不 能 像 自 由 质点 那样 自由 地 运动 ， 愉 
能 在 约束 允许 的 条 件 内 运动。 约 东 对 质点 或 质点 系 的 限制 ， 在 力学 中 
归结 为 约束 力 的 作用 。 约 束 对 非 自 由 质点 系 的 各 质点 施加 约束 力 ， 与 
此 间 时 ， 各 质点 对 约 东 施加 作用 力 。 这 里 的 作用 力 和 的 东 力 构成 一 组 
作用 和 反作用 力 ， 避 循 作 用 和 反作用 定律 。 

作用 于 质点 或 质点 系 上 的 力 有 不 同 分 类 的 方法 ， 一 是 按 内 力 和 外 
力 分 ， 二 是 按 主动 力 和 约束 力 分 。 分 析 力 学 中 多 用 后 一 种 分 类 法 ， 为 
此 ， 需 要 介绍 一 下 约 东 力 的 某 些 性 质 。 


1.5.2 理想 约束 


理想 约束 是 实际 约 东 在 一 定 条 件 下 抽象 化 的 结果 。 约 东 力 在 质点 
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系 的 任何 虚 位 称 中 所 做 的 元 功 之 和 等 于 零 ， 具有 这 种 性 硕 的 约束 称 为 


理想 约束 。 
说 某 一 质点 系 由 总 个 质点 组 成 ,如果 作 用 于 第 :个 质点 上 的 约 


上 束 力 用 NN, 表示 ， 该 质点 的 虚 位 称 用 8r, 表示 ， 约 上 束 力 N, 在 其 虚 位 移 
5r,， 上 所 性 的 元 玛 ， 也 称 为 虚 功 ， 用 8Aw 表示 ， 理 想 约束 的 条 件 则 为 


>8A, = > N, -8r,=0 (1.5.1) 

趟 中 Aw 中 的 全 只 是 约束 力 N, 的 钻 荔 符号 ,并 非 菜 消 数 A 的 等 时 变 分 
符号 ,就 这 一 点 来 说 , 它 有 别 于 虚 位 移 8r, 中 的 “全 符号。 注意 到 

RN 一 Nt (1.5.2) 

Br, = Bx,i + dy,j + Hz,k (1.5.3) 


将 式 (1.5.2) 和 式 {1.5.3) 代入 式 (1.5.1) 得 


DN ar + NBy, + N82,)=0 (1.5.4) 
| 


这 是 理想 约束 条 件 的 坐标 分 析 表 这 式 。 
在 式 (1.5.1) 和 式 (1.5.4) 等 号 两 合同 时 除 以 d:， 并 注意 到 
式 【1.4.15) 和 式 (1.4.17) 的 关系 ， 则 有 


二 Ni -Ar, = 0 (1.5.5) 


Dn, Ax, + NAy, + NAz,)=0 (1.5.6) 


此 二 式 给 出 六 理想 约束 的 另 一 种 定义 ， 约束 力 在 质点 系 的 任何 虚 速 度 
中 的 所 微 的 元 功率 之 和 等 于 零 ， 具 有 这 种 性 质 的 约束 称 为 理想 约束 。 


1.5.3 几 种 比较 典型 的 理想 约束 


1.3.3.1 光滑 面 

1 六 滑 固 定 面 

假设 一 质点 沿 光 请 的 固定 曲面 运动 ， 该 曲面 的 约 东 方程 为 
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ft "Vs z)= 生 
该 由 耐 介 许 此 质点 看 其 丈 点 所 寻 和 位 置 的 切面 内 运动 ， 只 限制 此 夺 点 这 
其 法 线 方向 的 运动 。 这 表 胃 在 光滑 剖 定 面 的 约束 中 ， 质 点 所 爱 的 约束 
困 上 只 可 能 洛 沪 曲直 的 法 线 方 向 ,在 1.4.2.2 中 引入 了 单位 法 癌 拓 
忌 mm 力 
03 
交 消 回 定 和 到 于 质点 的 络 吕 万 可 以 表 站 为 


可 9 
N= Nn = NM 和 i sk) Cl.S.7) 


起 中 为 约束 困 N 在 曲 男 的 质点 兴 在 位 辕 的 法 线 方 向 的 捞 影 ， 于 
是 ， 约 束 力 N 沿 该 质点 的 仁 意 上 席位 称 Br 上 的 元 功 

SA = NSr= Nn-Sr) 
计 意 诗 直 《1.4.123 的 美 系 ， 则 


则 有 
dA.= Nr 二 咯 (Cl.5.8] 

此 式 袁 时 : 光滑 央 定 面 起 理想 约束 .， 属 于 光滑 固定 面 范 辣 的 理想 约束 
还 有 光滑 贸 链 点 座 、 辊 轴 支 康 、 滑 道 约束 以 及 凡是 接触 表面 的 摩擦 0 
以 忽略 的 约束 。 

2) 涯 消 和 运动 谭 

菜 夺 点 在 一 光滑 曲 本 下 运动 ， 此 曲 向 区 随时 间 变 化 着 ， 这 是 局 于 
韭 定常 几 柯 约束 的 情形， 约束 方程 为 


rryvvzvri 一 站 


芷 1.4.2 中 讨论 虚 位 移 的 几何 性 质 导 论述 到 ， 在 给 定 肯 时 和 位 置 
上 地点 的 虚 位 称 是 在 此 时 将 时 间 和 约束 均 “ 泌 辕 ” 住 之 后 ， 为 约束 所 
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允许 的 无 限 小 的 位 移 。 此 时 ， 此 运动 的 曲面 被 “ 凝 男 ” 为 固定 的 曲 
面 ， 约 束 力 N 沿 曲 面 的 法 线 方 向 ， 虚 位 称 Sr 沿 北 加 后 的 曲面 土 通过 
该 吕 的 住 一 切线 方向 ,约束 力 N 与 虚 位 称 Sr 垂直 ， 所 以 有 


A = N-:Sr= 人 0 


这 表明 光滑 的 运动 曲面 也 电 悍 想 约束 。 
注意 到 曲线 可 视 为 两 个 曲 功 的 交 线 ， 由 此 类 推 ， 光 清 的 曲线 ， 无 
论 旦 固定 的 曲线 ， 还 是 运动 的 曲线 ， 也 都 是 理想 约 东 。 
1.5.3,2 刚性 连接 
质点 A 和 B 用 无 质量 的 刚 杆 连接 后 ， 作 为 -个 整 性 在 空间 作 任 
意 运 动 ， 如 图 1-S-1 (a) 所 示 ， 这 是 刚 性 连接 的 典型 例子 ， 它 的 
约束 方程 为 
CraA— rs) + (ya yp} + (za . cp) = 12 
将 此 式 作 等 时 变 分 ， 则 
bra 一 了 昌江 全 区 4 一 全 rr) 十 (ya 36 外 LGA 本 Syn} 
+t{ea™ cp}(lBea — Srna}=0 {1].5.9) 


这 是 质点 A 和 8 的 虚 位 移 在 直角 坐标 轴 革 的 投影 应 满足 的 约束 方程 。 
假设 刚体 对 质点 4 和 B 的 约束 力 分 别 为 Na、Na， 如 图 1-5-] 
《by 所 示 ， 根 据 作 用 反作用 定律 ， 质 点 有 A 和 日 对 随 杆 的 作用 力 分别 
为 Na、N's, 而 且 有 Na 一 Na、Ns= 一 N's。 刚 杆 在 力 No、 
Ns 作用 下 在 空间 作 任 意 运 态 ， 可 以 建立 它 的 力学 方程 。 
首先 ,根据 团 杆 元 质量 (pn =0) 的 假定 及 质心 运动 定理 ， 有 


2 
mar 二 > FF,, 0= NA +N's 
1 
所 议 
Nai=—N's (1.5.10) 


其 次 ， 刚 杆 的 形 心 为 其 中 点 C， 刚 杆 无 质量 它 对 其 质心 即 形 心 
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Sh 四 ) = Dm (CF,), 0=CAxNAatCBxN’'s 


A a =a) 


Ch) 


图 1 一 5 一 1 


特 式 (1.5.10) 代入 上 式 ， 得 


(CA- CB) x N's=0 (1.5.11) 
其 中 矢 径 
CA- CB= CAT BC= BAO 
一 般 地 说 ，N 4 了 0， 所 以 交 了 保 证 式 (1.5.11) 成立， 约束 
力 NN 上 洲 AB 者 问 ， 约束 力 N's 也 此 人 须 沿 AB 方 问 。 
出 些 可 条， 出 村 AB 上 的 力 NN%。、N's 应 满足 大 小 相等 、 方 向 相 
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扩 、 手 用 线 机 重合 ( 旭 二 AB 林 的 六 呵 -个 条 和 件 、 再 根据 草 才 友和 作 

用 定律， 刚 村 对 时 扣 及 和 BB 的 铭 吕 广 入 4、Ng 也 应 满足 这 二 个 条 件 ， 

名 区 1-5-1 {ce) 所 元 股 然 Na 、 和 yp 的 件 用 钱 漠 .AB 方 癌 ， 于 号 ， 
玫 们 党 直人 斑 从 标 系 中 的 分 析 表 达 式 为 


Na= Ns= Cian— Aanditiva vjttey— ep)k (1.5.12) 


忒 中 CC 为 比例 系数 。 如 来信 RYS 一 .fi 一 1) 于 Cva 一 让 )】 车 (z4 一 1) 
则 
C= N/RMSI = Np/ RMS) 
没 砷 点 有 A 和 上 请 在 图 (ee) 所 站 瞬时 及 倍 置 上 的 虚 位 移 分 别 为 Sr，、 
全 ri， 虽 | 
Bra 一 DT TD 二 站 s 页， (1.5.13) 
Gryp—=OrpttOysj + orpk | 
厅 图 示人 位置 质点 AA 和 上 B 的 约 呆 思 N,，、Ns 在 其 虑 位 称 Br 、 Sry 
由 也 做 元 功 之 和 为 
BAv = Ndrat Nn'drp 
将 蕊 (1.5.12) 和 式 (1.5.13) 代入 上 式 ， 并 评 意 到 式 (1.5.9) 
的 关系 ， 得 
全 放生 Na(Bri -Brn)= Cr so cp) 从 站 
tya 7 VellBya Byr)+ (ee,— zpitdza -Szn)] 0 
这 去 明天 质 基 的 剖 杆 连接 是 理 宜 药 束 认得 指出 ， 就 每 :个 质点 来 
说 ， 吕 让 放 让 人称 所 戏 的 无 翅 术 必 等 下 ， 们 是 ， 对 于 
瑞 个 约 虑 力 系 来 说 ， 它 的 虚 功 之 和 靠 十 淮 ”属于 这 类 的 理想 约 虽 还 有 
刚体 、 财 性 绳索 二 以 及 在 连接 中 的 强 狂 误 冻 本 以 侣 二 
1.5.3.3 柔 索 连 手 
原 总 和 和 有 用 无 质 莽 、 和 轴 向 不 会 伸 长 《或 颖 短 ) 、 通 过 阿 定 光 油 
国 环 口 的 未 索 连 接 调 起， 作为. 个 整体 ， 疲 系统 可 以 六 空间 和 在意 
运动 ， 而 且 乘 案 始 经 保持 在 张 蛇 的 状态 ， 为 简单 起 网， 起 设 伍 们 在 
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Ory 平面 内 运动 ， 如 图 1 一 5 一 2 (a) 所 示 ， 质 点 上 和 中 的 约束 方程 
为 

raAtya ty riry= OA4+OB=! 
式 中 4 为 杀 索 的 长 宏 。 该 成 作 - 阶 等 时 罕 分 ， 得 


开具 全 -FA + Yadys | pery + yadya _ 0 (1 .5.14) 
VrAt yh V+ yh 
这 是 质点 和 和 B 的 虚 位 称 Sr, 、5r; 在 Oy 学 标 系 的 投影 应 满足 的 的 
束 方 程 。 

站 和 完 ， 讨 论 同 信 光 滑 莒 环 OQ 对 柔 索 的 约束 ， 取 圆 环 的 铅 直 截面 
如 图 1--5-2 (by 所 示 ， 六 索 紧 贴 光 消 圆 环 截面 CC 的 上 绿 ， 截 面 
上 缘 对 条 索 的 约 东 力 A 是 分 布 力 ， 其 作用 线 沿 截面 的 法 向 ， 通 过 加 
心 Ci 系 索 与 圆 截面 接触 点 的 康 位 移 Br 沿 各 接触 点 的 切线 方向 ， 于 
是 

> 3S4v= VN-8r=0 


这 表明 : 光滑 圆 环 OD 对 和 柔 索 的 约束 属于 是 租约 求 ， 

其 次 ， 对 圆 坏 口 上 的 业 索 建立 对 因 定 点 忆 的 动 姑 算 方程 。 注 意 
到 柔 索 的 质量 不 计 ，J, =0, 同 截面 的 半径 用 R 表示 ， 季 素 只 能 承受 
拉力 。 质 点 4 和 B 对 它 的 作用 力 N’',、N'p 只 能 沿 柔 索 的 轴线 方向 ， 
则 右 


2 


E(w) = 和 (CF, ), 0= NiR- N'sR 


所 以 
MA (1.5.15) 
笛 讨 论 荣 索 对 质点 A 和 B 的 约束 ， 根据 作用 反作用 定律 ， 籽 索 
对 质点 A 和 日 的 约 吕 力 Na、N 二 N',、 N's 是 作用 反作用 关系 ， 
由 式 (1.5.15) 知 ，Na 、Ns 二 力 移 天 小 应 该 相等 ， 妈 
NA = NE 《1.5.16) 
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通 攻 工 闪 va) | 


Bt x yp 
~ 


tay {by) 


较 1-- 和 -人 


作用 线 也 是 沿 柔 壹 的 轴 线 方向 ， 如 图 1-5-2(fe) 所 示 。 这 两 个 力 
党 直 角 坐 标 系 中 的 分 析 表 达 式 六 


Na = NA i+ Na 了 一 -Ca 
5 DA /二 本 L1517) 
Ne i , 和 
Ns = DBNe i + PENg rit yo)) | 


变质 点 4 和 B 在 图 示 瞬 时 和 和 位置 上 的 虚 位 称 分 别 为 Sra 、5rs， 则 


sa C1 5 18) 


Srp= Srpi + Sypj 
二 名 


二 是， 在 图 (fc》 所 示人 位置 上 ， 质 点 4 和 B 的 约 东 力 AWa、mwa 在 虚 位 
称 Br、Brp 上 的 邢 玛 之 和 为 

54 = Na*:S8ra + Np*S8rp 
将 式 [1.3.17》 和 忒 (1.5.18) 我 入 上 式 ， 并 注意 到 式 (1.5.16》 和 和 
忒 《1.5.14) 的 关系 ,得 


TA + Yadya | ao 6 -0 

VrAt yn Vr + 3 
这 志明 无 质 其 、 轴 向 不 会 仲 长 或 缩短 、 穿 过 固定 光滑 圆 环 的 荣 索 ， 其 
两 端 各 自 连 接 -个 质点 ， 这 种 柔 索 连 接 ， 不论 是 圆 环 对 柔 素 ， 还 是 柔 


了 仿生 一 iN i 


在 其 虚 位 移 所 向 的 无 功 未 必 等 填 零 ， 但 是 ， 对 于 整个 约束 力 系 来 
洲 ， 人 它 的 虑 功 之 和 是 等 十 零 的 。 同 属于 此 类 理想 约束 的 还 有 紧 巾 光滑 
刚体 表面 的 溢 索 、 紧 贴 滑 轮 而 无 相对 消 动 的 座 索 等 等 。 
1.5.3.4 深 动 接触 的 刚体 
1) 财 栖 在 周 定 轨道 上 滚动 的 情形 
在 六 直 《或 曲线 ) 轴 道 上 纯 滚 动 的 圆 轮 是 这 类 约 虚 最 简单 而 典 覃 
的 例子 ， 在 1.1.3 中 介绍 过 。 这 是 可 积分 的 定常 运动 约束 ， 约束 方程 
为 
zr -ro=0 
其 合 久 是: 圆 轮 与 轨道 的 接触 点 A 的 速度 人 恒 等 于 零 ， 即 ws 圭 0。 于 
是 ， 接触 点 4 的 实 位 称 
dra = 和 4 一 站 
在 1.4.3 中 有 过 这 样 的 结论 : 在 定常 约束 的 情况 下 ， 实 位 称 是 众 
多 串 位 称 中 的 一 个 ， 些 例 是 定常 的 运动 约 划 ， 接 触 点 A 的 实 位 称 是 
其 虑 位移 的 :个 ， 即 有 
全 ra = dra 一 曲 
在 接触 点 4 处 ,轨道 给 予 圆 轮 的 约束 力 RR 有 两 个 分 量 : 圆 轮 法 
阿 的 正 庄 万 wa 和 切 向 的 痢 擦 力 下 。， 如 图 1-5-3 所 示 ， 则 有 
Ra=NatF, 
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于 是 ， 约 东 力 KR 在 其 虚 位 移 8ira 中 的 元 功 之 和 为 
DBAs = Ra‘dra=tNat+ FA)Bra=0 
履 十 理想 约束 。 
2) 两 运动 蜀 体 之 间 的 滚动 
图 1 一 5 一 4 所 示 的 齿轮 传动 机 构 是 最 简单 的 一例， 主动 轮 口 | 驱 
动 众 动 办 口 ; 运动 ， 这 两 个 齿轮 省 自 限制 对 方 的 运动 ， 约 束 条 件 是 : 
二 轮 在 贿 谷 点 六 的 速度 相等 ， 即 


Tal DA2— VA 


团 1 一 5-4 


这 是 定常 的 运动 约束 。 吵 合 点 A 的 实 位 称 dr 为 二 轮 的 公 切 线 ， 方 
阿 向 下 。 在 定常 约束 中 ， 虚 位 移 8rs 也 是 沿 公 人 切线 方向 ， 它 的 指向 媳 
可 问 下 ， 也 可 向 上 ， 人 假设 8ra 向 上 。 

此 机 构 的 约束 万 就 是 主动 轮 Di 和 从 动 轮 口 ; 之 间 的 相互 作用 放 
RR! 和 尺 z， 根 据 作 用 反作用 定律 ， 有 

R=— RR， 或 RI+ RK;=0 
于 是 在 哨 合 点 A 处 两 轮 的 约束 力 民 |、R; 在 各 自 虚 位移 Sr 、8Sr 上 
所 微 元 功 之 和 为 
SAv= Ridratt Ra-Bras= (RI+ Rs) :3r 一 1 

由 此 可 知 ， 这 也 是 理想 约束 。 

综 虐 所 述 ， 在 固定 轨道 (平面 轨道 或 曲面 轨道 ) 上 深 动 的 贺 轮 所 
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亚 有 的 约 史 、 贞 轮 上 侣 部 是 理想 的 采 ， 届 于 这 种 类 开 的 型 相约 开 还 有 疝 
刚体 接触 直面 之 间 丈 相对 滑动 的 滚动 、 各 神 浴 动 铀 承 、 车 纶 以 及 几 是 
伐 二 摩擦 叮 以 知 睹 的 沪 动 约束 等 等 . 


通过 以 上 了 响 寺 了 论 可 以 知道 说 骨 的 … 些 约束 都 是 理想 约 昌 ， 这 表 
明理 起 约 吕 的 茶 件 是 从 实际 约束 的 主要 因素 中 抽象 出 来 的 。 值 得 指 
出 .作为 理想 约束 的 物理 基础 ， 如 冰 肖 性 、 轩 性、 不 吕 伸 长 (或 净 
知 ) 垢 等 等 ， 都 是 一 种 理想 状态 ， 企 现 裕 生活 中 开 不 能 完全 做 到 。 在 
革 些 情况 和 下， 这 种 理想 化 往往 是 不 能 多 任 的 ， 例 如 ， 在 某 癌 题 中 ， 逝 
略 皮 邢 力 将 导致 勾 统 的 理论 分 析 外 果 不 能 完 各 地、 甚至 不可 能 表述 该 
系统 显示 的 各 种 规 象 的 物理 特征 ， 对 于 这 种 情况 ， 座 分 析 力 学 中 通常 
采取 这 样 :种 处 理 砂 法 ， 即 上 琴 拒 非 光 请 约 桌 中 是 限制 作用 的 法 向 分 量 
视 为 约束 力 ， 调 将 起 限制 作 有 放声 丫 分 量 一 摩擦 四 视 为 待 求 的 主动 
力 ， 寺 是 这 种 约束 还 是 叮 以 视 为 理想 约束 . 

对 理想 约 果 作 了 了 以 了 说明 之 后 ， 理 想 约 床 这 个 入 念 吕 以 普遍 地 运 
用 到 实际 的 约 果 之 中 ， 

计 本 有 睛 中 ， 如 天 特别 的 说 明 ， 施 加 十 非 扣 由 质点 系 中 的 约束 者 显 
理想 绝 豆 . 


习 题 


1 一 1 -个 在 fa 平面 内 这 动 的 质点 AMf， 用 - 根 长 为 了 的 不 可 
全 兵 的 细 强 连接 在 半径 为 > 的 国定 图 基 边 缘 的 王 点 处 ， 如 题 1-1 图 
所 小 。OP 线 1! 轴 成 前 ， 当 强 殉 自 山 端 妈 十 图 示人 位 置 M (47， 了 了) 
寺 ， 斌 把 出 此 质点 所 过 的 约 昌 方程 、 企 以 细 绳 与 罗盘 贴 侣 的 分 离 点 
的 幅 角 a 为 广 6 华 标 ， 试 生出 两 组 坐标 之 间 的 仁 换 方程 。 

| 一 二 加 轴 而 利 oa 的 网 个 质点 内 长 洒 7 的 不 厅 才 长 的 细 线 
连 镶 ， 此 线 穿 过 下 和 从 为 > 的 光 请 何 定 球面 质点 上 的 小 蕊 ， 导致 质点 
7 于 球面 1 运动， 质点 wr 则 滞 包 型 线 人 运动， 如 般 1-2 图 所 示 。 若 
上 服 (ziyvwivzlyvtisywvaiso) 为 此 系统 的 位 形 学 标 ， 以 质点 Wil 所 在 的 子 
和 干 面 鸣 转 攻 下 和 有 连 线 On 与 = 轴 的 淆 前 六 为 广 文 学 标 ， 斌 与 出 这 两 
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组 坐标 之 间 的 变换 方程 


题 1 1 图 是 1-2 图 


1 一 3 质量 为 六 的 小 球 上 在 半径 为 > 的 光 涂 圆 环 上 运动 【 题 1 - 
3 轩 )， 此 圆 环 在 水 平面 七 又 绕 坏 上 的 口 点 急速 转动 ， 角 速度 为 w。 
试 写 出 小 球 的 约束 方程 ， 求 出 它 的 自由 度 ， 
> 1-4 组 1 一 4 图 所 示人 大 体 模 型 由 10 个 
汀 体 组 成 : 头 、 身 、 相 肢 (上 于、 下 车 、 大 
腿 、 小 腿 )， 设 各 个 部 位 在 牌 直 平 面 内 运动 ， 
两 牌 痒 留 在 地 面 上 上， 前 后 脚 的 距离 保持 为 常 
数值 L ， 各 部 位 的 长 度 为 上 (1: =1, 2,…-， 
-一 10)。 用 水 平 章 定 方 向 的 单位 矢量 ei 与 第 ; 
个 刚体 法 线 方向 et1” 的 夹 和 mp (: =1，2， 

题 1- 3 了 一 ，10) 描述 此 系统 的 位 形 ， 试 写 出 此 系统 

的 约束 方程 ， 并 求 出 它 的 自由 度 。 

1-S 质点 上 和 B 用 -- 根 长 为 / 的 直 杆 相连 后 在 水 平面 上 运动 。 
已 知 此 村 中 点 忆 的 连 度 始终 洪 AB 方向 ,试用 A、8B 两 点 的 直角 举 
标 及 其 导数 ， 写 出 此 系统 的 约束 方程 ， 并 确定 它 的 自由 度 。 

1-6 二 个 质量 相等 的 质点 Mi、M,、Ms 用 四 根 质 量 不 计 、 长 
度 均 为 了 的 直 杆 铵 接 在 同 -- 平 面 内 (是 1-6 图 )。 取 此 三 点 的 坐标 
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(riyyiyzly(rayyarsy cyyayz) 为 此 系统 的 位 形 堂 标 ， 试 写 出 它 的 
约束 方程 ， 求 出 它 的 自由 度 ， 并 给 出 合理 的 几 组 独立 的 广义 坐标 。 


题 ] 一 4 图 

1 一 7 了 一 带 筷 的 小 球 M 
可 沿 直 杆 自 由 少 动 。 如 题 1 
一 了 图 所 示 。 已 知 直 村 在 
Tt 平面 肉 红 三 点 以 匀 
角速度 名 转动， 同时， P 忆 点 
相对 于 riOwi 以 初速 度 wp 

习 贡 束 直 钱 运 动 ， 加 速度 

为 ego， 试 瑟 出 小 球 M 的 约 题 [-7 画 
束 方 程 ， 并 求 其 自由 上 度 。 

1 一 试 说 天 下 列 运 动 约 束 中 哪些 是 可 积 的 。 对 于 可 积分 的 约 
束 ， 求 出 对 应 的 有 限 的 约束 方程 。 


《1)2cz + (yO— .xr?— zjr+(ls—y— ry)y=0 


TIT1+ ry 1 二 ya 
TI 2 N11 M2 
(3) y— zr=0 


(2) 


(4)} 5Cr + y+ ZI 十 (rr yy + zx )=0 
(SI(2z+ y+ rz)r+(2y+ z+ r)yt+(22+zr+y)z=0 
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第 2 章 上 虚 人 位移 原理 和 达 归 怕 尿 理 
2.1 庶 位 称 原 理 


2,1.1 虚 位 务 原理 


虚 位 移 原 理 是 分 析 静 力学 的 基本 藉 理 ， 可 以 表述 为 具有 定 上 、 汗 

和 、 理 想 约 昌 的 质点 系 ， 其 平衡 的 充分 此 要 条 件 是 . 在 给 定 的 位 形 
上 上 上， 必用 于 孩 厦 点 系 上 的 所 有 二 动力 在 任何 大 位 禾 上 所 做 的 元 功 之 和 
等 于 有 过。 如 黑 作 用 于 第 : 个 质点 的 主动 力 用 下 表示 ， 在 给 定 的 位 形 
圭 ， 第 1 个 质点 的 虚 位 称 用 Br, 表 下 ， 它 们 的 茸 杯 分 本 表达 上 或 分 别 为 
有 一 


， (一 ,2 
Hr, 二 r+ + 


则 虞 位 移 涵 理 的 表达 式 为 
D8as = SF .sr -0 {2.1.1) 

人 i 
DX, + YBy, + Z,8z,}=0 (2.1.2) 


二 动力 在 虚 位 称 中 所 做 的 元 功 称 为 虚 功 ， 虚 位 称 原 理 称 为 虚 功 原 
理 , 陈 (2.1.1) 和 式 (2.1.2) 称 为 庶 功 方程 ， 

作为 基本 原理 的 卉 依稀 苦 理 ， 它 荐 大 们 在 长 期 实践 中 的 经 验 总 
结 ， 其 正确 颇 经 爱 了 长 期 实 萄 的 反复 验证， 如 癌 千 赖 定 神 - 样 ， 旦 不 
击 要 上 冉 去 证 明和 的 。 这 是 阿 题 的 -个 方面 ; 从 另 一 片面 来 说 ， 寻 位 移 原 
理 和 牛顿 定律 并 不 巴 盾 ， 如 果 版 从 牛 环 定律 是 力学 的 基本 原理 ， 振 
各 裔 可 以 把 建 亿 移 原理 视 为 由 牛顿 定律 推导 出 米 的 -个 定理 《在 
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2.4 首 达 并 人 原理 中 也 作 这 样 的 直 识 )， 为 了 说 明和 闫 量 万 学 、 耸 析 力 
深 购 种 二 系 症 是 本 原理 上 的 一 至 性 ， 下面 从 牛顿 定律 出 发 ， 论证 有 诬 位 
穆 原 型 的 必要 考 和 充分 性 。 在 论证 前 ， 对 有 虞 位 黎 原 理 中 的 “ 平 衔 ” 概 
念 略 币 说明, 

在 出 体 静 万字 中 ， 把 等 敬 于 等 的 力 系 称 为 平衡 力 系 。 在 平衡 力 系 
作用 下 的 阳 体 被 法 为 是 平衡 的 。 在 刚性 静 忆 学 中 ， 平 衡 包 括 了 静止 灰 
惯性 运动 两 种 状态 - 在 分 析 静 力学 中 , “平衡 ”的 含 广 是: 如 果 和 质点 
系 相 对 于 惯性 参 普 系 原 来 是 处 于 静止 状态 ， 在 主动 力 系 作用 下 仍然 保 
持 和 藤 止 状态 ， 只 有 有 静止 一 种 状态 。 
2.1.1.1 和 闪 要 性 的 证 胃 

出 十 质点 系 殿 持平 衡 【 即 静止 )， 根 据 牛 顿 定律 ， 作 用 于 第 ， 个 
质点 上 的 坏 动 力 fF 和 约束 力 N， Te a 

二 二 = Ci 二 1 2, ,nn) 
将 直 此 的 等 怠 两 侧 同 时 铁 以 虚 位 移 Sr ， 诗 对 ， 求 和 ， 得 


SE, 十 N,) " 全 r, 一 心 


>F ， Br, + DN, Sr， = 0 {2.1.3) 
六 质点 条 的 约束 是 理想 约束 ， 根据 理想 约束 条 件 


> Sr， = 0 

特 虐 式 代 入 成 {2.1.3)， 厅 以 得 到 诬 功 方程 。 这 表明 ， 如 果 质 点 系 是 
平衡 的 ， 耶 和 女 ， 该 项 点 系 中 所 有 主动 方 所 做 的 虚 功 之 和 必然 等 十 堆 。 
2.1.1.2 充分 性 的 证 明 

采用 上 友 让 法 和 证明。 假 谈 虚 功 方程 式 (2.1.1) 是 成 立 的 ， 但 是 ， 在 
主动 力 系 的 作用 下 ， 质 点 系 的 平衡 状态 被 破坏 了 . 至 少 有 有 一 个 质点 由 
通 目 进入 运动 。 为 方便 起 见 , 在 ” 个 质点 组 成 的 质点 系 中 ， 和 护 设 有 
个 原点 由 静 正 进入 运动 ， 其 余 (n 一 ce) 个 质 点 恋 续 保持 静止 状态 

设 第 ， 个 质点 人 =1;2,…,e) 由 静 正 进入 运 到 ， 作用 于 其 上 的 主 
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动力 F, 与 约束 力 N, 不 是 平衡 力 系 ， 它 们 的 合力 用 R, 表示 ， 即 
及 ,一 下 + 本 天 0 {r=1,2,'.,2) 
在 合力 R, 的 作用 下 ， 该 盾 点 将 沿 R, 的 方向 由 静止 进入 运动 ， 实 位 
移 dr, 与 R, 同 各 ,合力 RR, 在 实 位 移 dr, 上 所 做 的 元 功 是 正 的 ， 即 
Rdr,=F.*:dr,+ N,*dr,>0 (C11,2," ,ey 

注意 到 该 质点 系 中 的 约束 是 定 当 的 理想 约束 ， 在 1.4.3 中 曾经 论述 了 
虚 位 移 、 实 位 移 和 可 能 位 称 之 间 的 关系 ,在 定常 约束 的 情况 下 ， 实 位 
移 是 众多 虚 位 移 中 的 一 个 ， 于 是 上 式 可 以 玻 写 为 

FSr + NBr,>D (1 = 1,2,. ,ee) {2.1.4) 
其 余 的 (nn 一 e) 个 质点 继续 保持 静止 状态 ， 作 用 于 其 上 的 主动 力 和 
约 康 方 为 平衡 万 系 ， 有 


FSr i tN:Sr, =0(7=eti+l1l,et+2,... ,nn) (2.1.5) 
将 式 (2.1.4) 和 式 (2.1.5) 对 ; 求 和 ， 再 将 理想 约束 的 条 件 代 人 ， 得 
> "dr, + Sw, “Sr, 之 0 (2.1.6} 
所 以 有 wp, -Br >0 


此 式 与 论证 前 认为 吓 功 方程 〔 式 (2.1.1)) 是 成 立 的 假设 矛盾 。 这 才 
明 ， 如 果 作 用 在 质点 系 上 所 有 主动 力 的 虚 功 之 和 等 于 堆 ， 满 足 庶 功 方 
程 ， 那 么 就 有 充分 的 理由 说 ， 此 质点 系 的 每 一 个 质点 都 是 保持 平生 
的 。 


2.1-2 用 虚 速 度 表 未 的 虚 位 移 原 理 


在 式 {2.1.1) 和 式 (2.1.2) 等 号 两 出 同 时 除 以 di， 并 注意 到 | 
式 (1.4.15)》 和 式 (1.4.17) 的 关系 ， 得 


it, Ar., = 0 (2.1.7) 


DXA + YA + ZAz,) = 0 (2.1.8) 


主动 力 在 虚 速度 中 所 和 做 的 元 功率 称 为 虚 功率 。 式 {2.1.7) 和 式 
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{2.1.8) 给 出 了 用 虚 速 度 表 示 的 虚 位 移 原理 :; 具有 完整 、 定 常 、 理 想 
约束 的 原点 系 ， 其 平衡 的 充分 必要 条 件 是 ,在 给 定 的 位 形 上 ， 人 和 作用 于 
和 扣压 点 上 的 所 有 主动 力 在 任何 虚 速 度 中 所 做 的 元 功率 之 和 等 于 零 。 这 
种 形式 的 虚 位 移 原理 称 为 虚 功 率 原 理 ， 式 《2.1.7) 和 式 (2.1.8) 称 
为 虚 功 率 方 程 。 


2.1.3 上 席位 移 原 理 的 应 用 


虚 位 称 原理 可 用 来 分 析 以 下 两 类 平衡 问题 。 

(1) 已 知 质点 系 处 于 平衡 状态 ， 求 平衡 条 件 ， 和 包括 系统 的 平衡 位 
置 、 主 动力 之 间 的 美 系 等 等 。 

例 2~-1 图 2--1 一 1 (a) 中 ， 均 质 丁 AB 长 1， 质量 为 wm,， A 
端 搁 在 水 平地 板 . 上 上 ，B 端 靠 在 铝 直 墙 面 上 ， 并 骨 一 弹 赞 连接 在 天 花 
板 上 -. 已 知 弹 血 芝 度 系数 为 上 mg 三 2k&1，AB 杆 直 立时 ， 强 壬 不 受 
力 ， 为 据 然 状态 。 弹 赞 的 质量 和 摩 扩 均 可 略 去 。 求 平衡 时 ， 杆 与 水 平 
地 板 的 夹 和 gq。 

解 : 此 均 质 杆 有 一 个 家 由 度 ， 到 杆 与 水 平地 板 的 夹 骨 灾 为 广 闷 
坐标 。 作 用 于 其 上 的 主动 力 有 两 个 ， 重 力 mg 和 嵌 直 向 下 ， 作 用 于 杆 的 
奈 心 CC 上， 弹 复 的 拉 方 百 钳 直 向 上 ， 它 的 天 小 与 其 变形 4 成 正比 。 
在 图 示 平 衡 位 置 上 ， 弹 和 葛 伸 长 重 及 其 拉力 分 别 为 

A=i(l— snoe) 
F=hk*:A= k(tl— sng) 

注意 到 虚 位 移 是 虚设 的 ， 它 对 弹 扯 的 实际 伸 长 量 没 有 任何 有 影响。 
因此 ， 弹 性 力 的 碰 功 是 按 常 力 FF 的 元 功 来 计算 。 

B、 人 CC 扩 的 虚 位 乏 用 解析 法 计算 。 

取 墙 与 地 板 的 交点 口 为 大 点 。 建立 静止 坐标 系 xXxOyv， 忆 、 亿 所 
的 相关 坐标 为 

ya = isin(tli80° 一 六 = 7stngp 
yc=0.Sisntl80 一 wg)}=0.5lsneg 
- dyn = Lcoswpd wp 
Syc =0.3icospde 
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Cay 《by 
图 zz-T-1 
特力 下，mmrg 碟 Syg、，Syc 代 人 上 庶 功 方程 式 (2.1.2)， 得 
28Ap = SZ,8z, = FByg 十 【一 mg)dye: = 0 
取 
[Ei{l -sne)—0.Smej]icosmBp = 0 
上 兴 坐 标 2 的 变 分 sp ( 庶 位 称 ) 一 般 不 为 零 ， 为 保证 上 式 成 立 ， 应 
有 
cosg 二 0D (a) 
Rit(i—sing)—0.5mg=0 tb) 


由 此 解 得 AB 杆 的 平衡 位 置 有 两 个 ， 分别 由 式 (a) 和 式 (b) 解 得 ， 
Bi 


开 
多 1 一 了 


= — TE 
oz 二 arc sin (1l 7 ) 


至 于 在 这 两 个 伺 置 上 的 平 黎 具 有 和 何 种 性质 ， 将 在 例 2- 了 中 讨论 。 

例 2-2 图 2z-1-21a) 所 未 的 螺旋 千斤 顶 中 ， 旋 转手 栖 上 OA 

( 石 放 ) 即 可 将 重 物 B 举 息 来 ， 已 知 : 手柄 CD4 = =0.6m， 方 形 螺 

纹 螺 杆 的 平均 半径 >=24 mm， 螺 上 距 六 = 12 mm， 螺 丁 与 支 座 螺 纹 之 
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间 的 摩 扩 系数 了 = 广 =tanocn=0.1。 今 在 手柄 QA 的 水 平面 内 ， 作 用 
-一 垂直 于 于 栖 的 厂 卫 = 160 N， 和 螺杆 及 手 栖 的 质 呈 可 以 忽略 不 计 ， 试 
求 此 和 干 斤 项 能 举 起 的 重 物 B 的 重 二 W。 

解 : 这 是 一 个 单 自 由 度 的 简单 机 械 。 在 推动 手柄 螺杆 转动 的 力 P 
的 作用 下 ， 此 于 乒 顶 能 够 举 起 重 物 B; 当 力 P 撤去 后 ,借助 十 摩 擦 
自 锁 ， 它 仍然 能 能 在 上 育 有 位 置 保持 平衡 状态 ， 丰 会 下 落 。 固 此， 在 这 
时 证 要 考虑 螺杆 与 支 座 螺纹 之 间 的 摩 氛 。 如 果 将 这 种 摩 氛 力 视 为 主动 
旋 ， 则 此 机 械 系 统 所 受 的 约束 仍 可 视 为 理想 约束 ， 可 以 用 虚 位 称 原理 
来 分 析 它 的 平衡 问题 

在 力 五 作用 下 ， 螺 杆 右 旋 上 升 ， 举 起 重 物 中 ， 螺 杆 与 支 座 的 方 
形 螺纹 接 和 解 面 之 问 产 生 相 立 作 用 的 、 洛 螺纹 分 布 的 法 向 力 和 动 滑动 摩 
入 力 ,网 2-1-2 (b) 未 出 了 螺杆 一 手 顶 的 受 力 图 。 螺 杆 螺 纹 所 受 
的 是 干 斤 项 支 座 螺 绞 对 它们 作用 的 法 向 约束 力 N|,N;,…,N, 和 摩擦 
末 下 iF ,FF 。 蝶 纹 被 展开 后 为 -- 射 面 ,。 图 2-1-2 (c) 为 被 展 
开 螺 纹 的 一 个 曝 电 的 斜面 示意 图 . 法 向 约 求 力 AN 沿 斜 面 的 垂 线 方 
让， 麻 所 为 下 沿 和 斜面 方向 ， 此 斜面 的 倾角 a 的 正切 


点 
tane = Fr (ta) 


将 已 知 数据 上 = 12 mm,r 二 24 mm 代入 上 式 , 得 tane = 0.079 58 
<0.1= 1， 这 表 骨 此 干 斤 项 的 螺纹 满足 自 镇 条 件 。 

今 取 手柄 OA 的 转角 8 为 广 文 坐标 ， 并 给 出 一 道 时 针 转 向 的 虚 位 
移 88。 授 时 右 螺 旋 规 则 ， 螺 杆 将 产生 一 个 上 升 的 虚 位 移 Sr ， 螺 杆 的 
螺纹 将 沿 支 座 的 昌 纹 斜面 向 上 滑 移 虚 位 移 Srr。8Sr、8Brr 与 80 的 关 
系 可 由 下 述 比 人 鲍 关 系 求 解 。 

由 手柄 ~ 曝 杆 一 起 转动 手柄 的 虚 位 移 为 380， 螺杆 螺纹 平均 半 
径 问 点 沿 水 平 截面 方向 的 不 位移 为 r88， 螺 村 螺 绞 平均 半径 沿 射 面 片 
向 的 虚 位 移 为 5re ， 二 者 应 满足 投影 的 甘 系 。 即 


人 rs 二 -一 一 Cb) 
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图 2--1-2 


0 


全 手柄 赣 时 针 转 动 一 周 (27 驱 度 )， 螺 杆 上 升 一 个 螺 上 距 ， 手 柄 的 

虚 位 称 58 与 螺杆 的 虚 人 位移 8ra 二 者 应 满足 比例 关系 ，Srp :868 二 上 记 : 
2n， 即 

Srp = 560 Cc) 


2 
此 机 袜 系 统 的 虚 功 方程 六 
SHA = P80 — WBrp — SF,-8rp=0 
将 式 (ta)、 式 tb) 和 式 tc) 代 大 上 式 ， 得 
LEW- F800=0 
注意 虚 位 移 88 不 忆 为 等 .为 保证 上 式 成 立 。 应 有 


Pl -awW- "SF-0 (d) 
x cos 
式 中 的 摩 氛 力 之 世 可 通过 摩擦 定律 2;F= 72IN 求 出 ， 即 
N= FF {ey 
在 图 (tb) 中 ， 特 螺杆 所 受 的 力 投 影 到 铅 直 轴 上， 即 
和 Y=0, CONicose — W— (Fanae=0 
将 式 te) 代 人 上 和 式 ， 解 得 
SF=— (f) 


cose 一 fsina 


《Pi 一 


将 式 《ff 代 大 式 〈dj)， 解 得 
Wo 2mzcos a(l— ftane) p Cp) 


icos oa(ll— ftana) + 2rrf 
将 已 郑 数 据 了 = 600 mm, =12 mm, r=24 mm, f=0.1, 
tana =0.079 58, cosa = (1+tane) i=0.996 8,，P=160N 代 人 
式 《Eg)， 得 
W =138.1Pa:22.1x 10 N 
此 干 厂 琶 能 驶 举 起 的 重 物 B 的 重量 是 力 忆 的 138.1 信 ,， 即 W = 22.1 
kN , 
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例 2-3 试用 虚 位 移 原理 推导 自由 刚体 的 平衡 条 件 。 

解 : {1) 和 强 由 刚体 的 自由 上 嵌 

一 个 自由 质点 要 用 它 的 三 个 直角 坐标 来 确定 它 在 空间 的 在 置 ， 这 
一 个 坐标 老 是 独立 的 ， 央 此 它 有 三 个 自由 度 -。 用 谍 质 蕴 的 册 杆 连结 
4 和 玉 上 关 质点 ， 此 系统 有 6 个 圭 前 涅 标 (3x2=6)、1 个 约束 。 由 式 
(1.2.19) 知 ， 它 有 5 个 站 由 度 (f=3x2--1=5)。 用 三 根 元 原 记 的 
刚 杆 连接 A、 另 、 三 个 质点 组 成 的 三 角形 4ABC 系统 ， 有 3 个 约束 ， 
出 式 《1.2.19) 知 ， 它 的 上 由 上 度 f=3x3 一 3=6。 在 此 二 角形 的 基础 
上 上 ， 竺 增加 一 个 质点 《三 个 直 币 沟 标 )， 和 需要 增 如 3 根 刚 杆 约 束 才 能 
保 泪 所 构成 的 形体 是 不 变 的 。 所 增加 的 坐标 数 日 与 约束 的 数目 相等 。 
因此 ， 这 种 形体 仍然 是 5 个 自由 度 。 自 由 刚体 属 填 这 种 形体 ， 所 以 自 
绩 出 体 有 5 个 自由 诬 ， 

{2) 自由 刚体 的 平衡 条 件 

全 自由 刚体 中 ， 选 取 任 意 - 点 口 为 极点 ， 建 立 平 称 和 参考 系 上 〇 入 " 
yz ， 如 图 2 一 1 一 3 所 示 。M, 为 此 刚体 上 的 任 一点。 

ro rolt yoft cok (a) 
rr =x i+ vt (tb) 

选择 极点 〇 的 三 沧 标 x 、wn 、 
zo 和 刚体 绕 品 xr vy'z' 坐标 轴 转 动 的 转 
角 gg、gp,.、gp: 为 六 个 广 记 坐标 ， 屠 
么 ， 在 图 示 甩 时 和 位 监 上 ， 此 刚体 的 
虚 速 度 
Aro = Avo = Aroi+t Ayoj + Azok 


(ce) 
Aw = Am) TAP E+AD I+AG 
丰 2_ 1 Pe) Prt | Po 
《可 
网 体 上 在意 点 MM 的 虚 速 度 
Ar, = AvY, = Avo TAM Xr, (Ce) 


说 在 图 不 瞬时 及 位 置 上 ， 作 用 于 第 ， 个 质点 AM 上 的 十 动力 
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和 一 和 1 (f) 
将 式 Le) 和 和 式 (ff) 代 大 式 但 .1.7)， 此 团体 虚 芒 率 方 程 为 
Sp AD OO Xr ,= 人 0 (gg) 
山 矢 量 代 数 知 ， 矢 量 a 、b、e 的 泥 合 积 有 如 下 交换 规律 
utpxXe)=b:(cexa}=e-(axb) 
于 十， 成 (tg) 可 以 改写 为 


S23 Avot (Pr, x F) ， Am = 0 (Ch) 
式 中 ,XR 为 力 F 对 极点 吕 ” 的 力矩 矢量 ， 即 
rxXF,=mo{F)=m, CET rp, CFO + sn, (Fk (1) 


将 式 to) 式 (d)、 式 (人们 和 式 {1} 代入 式 (h),， 得 
之 ,XiAzo 十 rayo 十 之 ,FAsn 


十 > om。 CF Ap, 十 mw， 人 Ap, 十 > me。 (CF,)Ag. = = 0 (0) 


注意 到 在 自由 刚体 中 ， 广义 坐标 席 速 度 ATO 、Ay0、 Azr) 、 
Ap-、Agp, 、Ag。 都 是 独立 的 ， 为 了 保证 式 (J) 成 立 ， 它们 前 面 的 系 


数 均 应 等 于 霉 ， 即 
Six, =0, SiY,-=0, pa 


Sn (CF) = 0, Sm, CF) = 0， po (FF)=0 


这 就 是 静 力 学 中 自由 刚体 的 6 个 平衡 条 件 。 

(2) 已 知 夺 点 系 处 于 平衡 状态 ， 求 其 内 力 或 约束 力 。 

在 此 情况 下 ， 需 要 解除 对 应 的 约束 ， 用 相应 的 内 力 成 约束 力 代 震 ， 
使 质点 系 仍 处 于 平衡 状态 ， 而 符 求 的 内 力 或 约束 力 “ 转 化 ”为 主动 力 。 

例 2-4 图 2-1-4(a)y 中 ABCD 是 一 静 定 连 续 梁 ， 作 用 于 其 
上 的 载荷 M =5.0 kN:m, Pi= Py=4.0 kN, go =2.0 kN/m, a = 
30"，? 二 2.0 m， 求 支 座 上 的 约 东 力 。 

解 : 这 是 求 约 东 力 的 问题 ， 上 具体 做 法 如 下 。 
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(1) 解 险 同 定 端 A 的 约束 ， 用 相应 的 约束 力 区 。、Y a、Ma 代 
折 ， 此 时 ,该 系统 有 二 个 和 白 由 度 ， 即 ,4B 兴 的 水 平平 移 、 铬 直 平 移 和 
绕 点 点 的 转动 .选取 x 、wa、98 为 广 蔷 举 慰 ， 


峡 2 1-4 
(2) 为 方便 起 和 克 ， 将 同一 根深 二 的 刚 勾 分布 的 载荷 简化 为 集中 
力 ， 半 AB 保 上 的 得 化 为 忆 =2g:， 作用 在 45 的 中 点 五 上，BD 洪 
上 的 汤 己 ==291， 作 用 在 忆 点 上 。 
(3) 先 给 出 广 浆 坐标 座位 移 8zra， 而 8ys=3p=0， 刘 图 2-1-4 
tb) 所 未 ， 些 时 ， 该 系统 向 石 平 移 5x。， 有 
Srp = 人 Oca (a) 


Xadra - Picosor*:B.rn = 人 0 (hb) 
将 起 (a) 代入 式 (b}， 得 
(Xa — Picosa)d.r = (0 
- XA= Pecosa=3.46 kN 【一 ) 
(4) 再 给 出 广 妆 坐标 虚 位 称 5y,， 而 ra 二 SF 二 0， 如 图 2 一 1 一 4 
(Cc) 所 从 ， 此 时 ，45 梁 向 下 平移 By，BCD 庚 则 绕 支 座 C 道上 时 针 转 
一 虚 位 称 882， 由 图 看 出 
全 YA = ye = Hy = 全 wm， yr 三 人 0 Ce) 
万 功 方 程 为 
Yadya t+ Qoyr + PisineBys 人 8yr — Pdyn=0 
将 式 《ec) 代入 上 式 ， 得 
石生 


(— Ya QrPsna— Prdya=s 0 
Y=Q+Panae—- P=6.0kN ( 中 
(5) 然后 给 出 广义 坐标 虚 位 称 Sp， 而 Sra 二 Sys 一 0， 如 图 2-1 
-4 (dj 所 示 。 此 时 ，AB 染 绕 A 顺 时 针 转 一 虚 位 移 8p， 各 BD 绕 C 
逆 时 针 转 一 虚 位 移 S898， 由 图 看 出 


dy = Lg, Bb yp 的 Cd) 
SH = 2609, dye 三 0 
虚 功 方程 为 
CRAt MC— So) Q(t By) Panat -Sys)— Piyp=0 
Hh 
-tMaAt Mt AQ -2Pisane+2P i Sp=0 (ee) 


Ma=— M+2Pismnat20 —2P1=3.0 kN:m 《 道 时 针 ) 
顺便 指出 ， 在 转动 刚体 中 ， 采 用 该 刚体 的 主动 为 对 转动 中 心 的 主 
甜 与 转动 虚 位 称 的 磋 积 来 计算 虚 功 (转动 中 心 的 虚 位 移 等 于 零 ， 主 失 
不 做 虚 功 })， 要 上 比 逐 个 计算 主动 力 的 处 功 的 方法 简便 一 些 。 机 如， 本 
例题 的 第 5 步 ， 可 以 采用 如 下 解法 。 
六 B 潜 的 主动 万 【 力 Pl 计 和 人 BD 梁 中 ) 对 转动 中 心 A 的 主 矩 
asf 下) 一 ATAT 一 人 一 WTA 一 2dt { 道 时 针 ) (f) 
BD 梁 的 主动 力 对 转动 中 心 忆 的 主 皇 
me= LF)}= Pising— Pl ( 逆 时 针 ) (g} 
AB 辐 的 转动 席位 称 为 58g 《 顺 时 针 ); BD 滩 的 为 88 ( 道 时 针 ), 是 
59 二 28q9g， 因 此 ， 该 系统 的 虚 功 方程 为 
ma(F):(~ Bp) + metF):80=0 (h) 
将 成 (f) 和 式 (tg) 代入 式 (h)， 得 
“(MaAt Mo -2Plsna +2P tl)ip—0 
此 结果 与 式 (te) 是 一 样 的 。 
与 此 类 同 ， 在 平面 运动 刚体 中 ， 采 用 此 刚体 的 主动 力 对 其 盟 时 转 
动 中 心 的 主 甜 与 转动 虚 位 移 的 莱 积 来 计算 虚 功 (转动 中 心 无 虚 位 移 ， 
主 失 不 艇 虚 功 )， 有 时 显得 简 伍 些 。 当 然 ， 也 可 以 用 这 个 主 矩 与 转动 
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虚 连 度 的 乘积 来 计算 虚 功 率 。 

例 z-S 求 图 2-1-5 (a) 所 示 析 架 FG 杆 的 内 力 , 已 知 QQ = 
oe 

解 : 这 是 求 内 力 的 问题 ， 上 县 体 航 法 如 下 。 

《1 解除 FG 杆 的 约束 ， 用 内 力 S$、S 人 代替， 假设 它 是 拉力 ， 此 
析 架 仍 保 持平 衡 ， 如 图 2 一 1-5 (b) 所 示 。 

《2) 这 昨 一 个 自由 度 的 系统 ， 全 4ACD 、 杆 AF 可 绕 有 A 轴 转 动 ， 
并 带动 和 BEC、 杆 BF、 杆 DG、 杆 EG 在 图 示 平 面 内 作 平 面 运动 。 
了 入 4CDPD 的 转角 vw 为 广 六 坐标 ， 


生态 3 它 总 二 
oT 更 3 


《mb) 
图 2 一 1-53 


(3) 在 图 示 上 限时 及 位 置 上 ， 给 出 人 ACD 一 虚 速 度 Ap， 顺 时 针 
转向 ， 如 图 2-1-35 (b) 所 示 , 点 C 的 虚 速度 向 下 ,点 旦 的 只 速度 
沿 水 平方 向 。 分 别 作 B、C 点 虚 束 度 的 垂 钱 ， 其 交点 B 就 是 在 图 示 
位 置 全 BCE 的 瞬时 速度 中 心 。 设 入 BCE 的 虑 速度 为 入 gpl1， 逆 时 针 转 
癌 ， 由 图 看 出 ，C 点 的 虚 速 度 

Avc = iAg= IAD 
AAP] 一 入 的 

在 图 示 位 置 ， 既然 A、B 两 点 都 是 不 动 的 ， 那 么 ， 通 过 杆 AF. 

BF 确定 的 下 点 也 是 不 动 的 ， 即 
态 wre 一 笑 Cay 
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通过 已 .PP、 CC 点 的 轴线 是 此 系统 的 对 称 轴 - 由 上 述 看 出 ， 
人 ACD、 人 和 公 BCE 的 虚 速 度 必 对 称 的 ， 从 而 可 以 春 出 村 DPC 、 杆 EG 
的 瞩 巡 度 也 是 对 称 的 ， 即 在 图 示人 位置 ， 点 玉 、 点 了 分 别 是 村 DG， 和 村 
Et? 的 脚心 ， 而 且 有 
Avunp= iAp™— IAF 


AP2 = A tb) 
(4) 计算 虚 功 率 . 
会 ACD 上 的 主动 力 Q/、Q; 对 转动 中 心 A 的 力 短 和 虚 功 率 分 别 
为 zi) 一 一 【和 十 人 :7 ( 央 时 针 >) 
APa= matF):(t - S97}=(Q1. QiAp Cc) 


村 DG 上 的 主动 力 $ 对 上 甩 心身 的 力矩 和 虚 功 率 分 别 为 
mrn(F)= — Si 〈 顺 时 针 》 
API= mnt FAp;s = — SiAg (dy 
杆 AF 不 动 ， 则 
AP:= 5 .Avurc=0 (e) 
(5) 将 式 (c). 式 {d) 和 式 (e) 代 太 下 功 率 方程式 {2.,1.7)， 


得 
[(Q + QL- SilAp=0 
S=QI+Q; -2 (县 拉 ) 


2.2 用 广义 力 表 示 的 虚 位 移 原 理 


2.2.1 广 党 力 


在 虚 功 方程 式 (2.1.1) 中 ， 式 中 的 虚 位 移 gr 苦 用 广 广 坐标 的 
虚 位 称 8q, 表示 ， 可 以 得 到 更 加 简明 的 形式 。 
将 式 (1.4.21) 代入 虚 功 方程 (2.1.1),， 即 


到 dr, 国 ar, 

6AF = NF, - Sr， ,下 (> 元 sc, ) = > (NF 也 jse 
T £ 

则 有 SAF = YQ, 0g, (2.2.1) 


其 中 

=- > 下 ， Fe (x= 1,2,.,k) (2.2.2) 
称 为 对 应 于 广义 坐标 gq 的 广 党 力 。 注 意 到 Q,59g。 的 量 岗 是 功 ， 即 
[ 力 ] [长 度 ]， 于 是 ,广义 坐标 gq, 的 量 网 将 决定 着 厂 尽力 马 。 的 莉 纲 。 
例如 ， 如 果 g 的 量 网 为 [长 度 ]， 则 外。 的 量 岗 为 [ 力 ]; gs 为“ 弧 
度 ” 时 ，Q, 则 为 [ 力 答 ]， 量 纲 为 [为 ] [长 度 上 |。 


2.2.2 用 广义 力 费 示 的 惩 位移 原理 
将 式 (2.2.1) 代入 式 (2.,1.1)， 则 有 
AQ,5g = 0 


2 

如 果 所 讨论 的 质点 系 是 完整 系统 ,由 1.2.3 知 ， 此 系统 的 广义 坐 
标的 变 分 【上 和 虚 位 移 ) 5g。 都 是 独立 的 。 汶 了 保证 式 (2.2.3) 成 立 ， 
应 该 有 下 述 关 系 ， 即 


或 (2.2.3) 


Qi = R= =0 (2.2.4) 
这 表明 ,具有 完整 、 定 常 的 理想 约束 的 质点 系 ， 其 平衡 的 充分 必要 条 
件 是 :; 对 应 于 各 广 沁 坐标 的 广 沁 力 都 等 于 零 。 这 是 用 广 湾 力 表 示 的 虚 
位 移 原 理 。 


2.2.3 广 灾 力 的 计算 方法 


广义 力 的 计算 方法 有 了 两 种 。 
(1) 根据 广义 力 的 定义 式 (2.2.2) 来 计算 。 
蕊 的 坐标 分 析 表 达 式 为 


_ 9 yy, 9 
= ZX 3g, 十 YY, 了 5 十 之 ， Ey fa = 1,2,"" ,EY 


{2.2.5) 
(2) 取 一 组 特定 的 广义 坐标 恋 分 来 计算 。 
在 完整 系统 中 ， 各 广 祥 坐标 变 分 《和 虚 位 移 ) 都 是 独立 的 ， 可 以 选 
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取 一 组 特定 的 广义 坐标 变 分 来 计算 广义 力 -。 例如 ， 如 果 要 计算 对 应 二 
广义 坐标 gi 的 广义 力 息 !， 可 以 给 这 样 一 组 广义 坐标 的 变 分 ，8g 天 
0，8dz=8q3=… 二 Bg4 =0， 代 入 式 〈2.2.1)， 则 作用 于 此 质点 系 上 
所 有 主动 力 在 对 应 于 gi 的 只 位 称 中 所 做 的 元 功 之 和 


(284 = Qisai 
所 以 和 | 
QL = Bo 2Ar) 
依次 类 推 ， 各 广义 力 的 计算 式 分 别 为 
Q, = 5 284), (a =1,2.…,k) (2.2.6) 


下 面 通 过 例题 加 也 说 明 。 

例 2--6 在 图 2 一 2 一 1 所 示 的 双 摆 中 ,已 知 均 质 村 OA 和 AB 的 
长 度 、 重 量 分 别 为 jj 、io、W1i1、W，， 并 在 B 端 作 用 一 水 平 向 右 的 
力 P,， 试 计算 双 摆 的 广 记 力 和 平衡 位 置 。 

解法 一 : 按 广 妆 力 的 定义 求解 。 选 取 gg， 、gp2 为 广 沁 坐标 ， 作 用 
于 骏 摆 上 的 主动 力 有 三 个 ， 分 别 是 

Fi= Wii, F = Wi, F;3= Pi (a) 


图 2-2-1 
这 三 个 方 的 作用 点 Cl1、C，、B 的 矢 径 分 别 是 
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ri= re 0. Slicogui +0.Sisingj 
r= res= (hcospr +0.5f2cosp2a)i + Clisingt + 0.572sing2 7) 
ra= rae™ (ticospi + fcosgpa) i + (iisingr + tzsing2)} 


这 三 个 舌 径 分 别 对 广义 坐标 gp! 、9z 做 山 导 数 : 


dr] - 加 er 一 
por DO.Stangert + .S00 ds 0 
9 ar 
7p = sngit tosgp: 5 = -0.S5iangi + 0.Sl2008ga Pb) 
Uk { 十 2 { + | 
= sn CoS ”本 人 OOS 
Fog, sig 1C0S PI dp» 2 2 2000 2 


将 式 (ta) 和 式 {b) 分 别 代 人 式 {2.2.2)， 可 以 计算 出 与 广义 坐标 
E27 对 诺 的 广 迄 力 


局 = Ft+ 下 2 
~ Wit-0O.Sismngoi tO.Stcosgpp) +t Woirt — dsingt 
t+ ticoswmi) +t Pi {ismngpit cospj) 
QQ = tPeosg - {0.5W+ Wa)singi) i (Cc) 
Qo = WiD+t Wi -0,5ismngp2ai +0.S/cospd } 十 Pi: 
Conepai t+ lcosgpaj 
Qa = (Peosgps 0.5Wsng2) i 可) 
再 将 式 (tc) 和 式 《d) 绕 人 式 (2.2.4)， 即 分 别 令 和 、 尽 ;等于零 ， 
可 求 出 观 摆 的 平衡 位 置 为 


_ 2P 
个 ] 一 arctan [页 十 2W, ) (Ce) 
2P 


解法 二 : 按 特 定 的 广 沁 坐标 组 合 求解 。 
(1) 先 给 出 一 组 特定 的 广义 党 标 变 分 《 虚 人 位移》 8opi 天 人 ，8py = 
0, 如 图 2 一 2 一 2 (a) 所 示 ，, 此 时 OA 绕 口 轴 族 时 针 转 一 虚 位 移 
3591，AB 则 平 称 一 虚 位 移 Sra。， 且 6r, 一 Sr 二 Sr4。， 有 
?0 


{a} (tp) 


图 2--2 一 2 
18r | = 一口.S7 86081, 1] 和 rz| = |8ra| = |8ra| = idp 
主动 力 在 这 组 虚 位 称 上 所 柳 的 开 功 之 和 


要 
(OSAF) 一 时 - Sr] 十 YW * Sr2 十 PP * 全 Tp 
r=] 


-- Wit0.Sid9p)sing ~ Wo(idgp)singl 
+ Pliidgpi cosp 


即 (之 54r)， 二 | Prosg! — tO.S WI + Wa)singi | itp) {g) 
将 式 lg) 代 人 式 (2.2.6)， 得 
位 | = (Peospl — (0O.S5WI + W,)sng) i 《hy 


(2) 再 给 出 一 组 特定 的 广义 于 标 上 庶 位 黎 83pi=0D，839pz 尖 人 0， 如 图 
2 一 2 一 2 (by 所 未， 此 时 O43 不 动 ，AB 绕 A 轴 道 时 轩 转 一 虚 位 移 
S92， 有 

[Srii =0, lr2| =0.5/25092, lSrs| = fd 02 

主 邢 力 在 这 组 肛 位 移 上 所 向 的 虚 功 之 和 


3 
(dA), 一 WI "0 一 WC0. Sti B02 ) sno 十 Plisd gp) cosep, 
r 1] 


3 
层 C > 8AF), = (Peosgp2 — 0.5W,mung2}t, Ci) 
1 一 


将 式 (1) 代 大 式 42.2.6)， 得 
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(2 二 (Peosgp2 -0.5 Wsing2) {2 C1) 
将 式 (hy、 式 站) 与 式 (c), 式 (dj 比较 一 下 可 知 ， 两 种 方式 
计算 的 广 广 力 是 -: 样 的 ,平衡 位 置 与 式 《e) 和 式 (f) 相同 ,不 再 壮 
还 。 
2.3 质点 系 在 有 势力 作用 下 的 平衡 问题 


2.3.1 平衡 条 件 


某 质 点 系 由 x 个 质点 组 成 ,内 有 4 个 完 束 、 定 常 的 理想 约束 ， 
处 于 势力 场 中 。 作 用 在 各 质点 上 的 主动 力 FF 都 是 有 势力 ， 因此， 该 
质点 系 是 保守 系统 ， 它 的 势能 画 数 六 可 以 表示 为 各 质点 坐标 的 枫 数 ， 
即 


V= Vir ys el YT Es Ya Tn ) {2.3.1) 
这 此 主动 力 FF 可 以 用 势能 孙 数 对 坐标 芍 偏 导数 表示 ， 即 
可 如 Vv 
p= (it + Gk ) (zt 一 112 {2.3.2) 


将 式 (2.3.2) 代 和 人 式 (2.1.2)， 虚 功 方 程 可 以 改写 为 


- 袜 (下 sz + Fdy, + 358]= 0 

所 以 有 SY=D {2.3.3) 
这 表明 ， 在 势力 场 中 ， 具 有 完整 、 定 常 的 理想 约束 的 质点 系 ， 其 平衡 
的 充分 必要 条 件 是 : 该 质点 系 势能 的 一 阶 等 时 变 分 等 于 零 。 

此 保 守 系 统 基 完整 系统 . 它 的 广 六 坐标 的 数目 与 其 自由 度 相 等 ， 
即 

f=k=3n—d 

适当 地 选择 万 个 广 广 坐标 qi，g2，…，qx， 用 直角 坐标 表示 的 

势能 器 数 《 式 (2.3.1)) 可 改写 为 用 广义 坐标 表示 的 势能 也 数 
V= Vig gg) (2.3.4) 

为 便于 区 别 ， 质点 系 在 势力 场 中 的 广义 力 称 为 广 岂 有 势力 。 将 式 
{2.3.2) 代入 式 (2.2.2), 得 
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fav ar, IVoy, dV 5 至] 
二 一 一 一 一 十 一 一 
Q, > (3 Bo, | Hy, dq | de, dq. 


则 Qi (12 hk) (2.3.5) 


即 广 义 有 势力 等 于 势能 函数 对 相应 的 广义 坐标 的 一 阶 候 导数 再 和 冠 以 负 
导 。 将 此 式 代 入 用 广 沁 力 表 示 的 虚 位 称 原 理 式 《2.2.4)， 得 


“一 (a=1, 2, '**, &) (2.3.6) 


这 是 一 个 方程 组 ， 方程 的 数目 等 于 该 系统 广义 坐标 的 数目 。 它 表明 ， 
在 瓜 力 场 中 ， 具 有 完整 定常、 理想 约束 的 质点 系 ， 其 平衡 的 充分 必 
要 条 件 是 ， 该 质 亏 系 的 瓜 能 对 每 一 个 广义 坐标 的 一 阶 人 篇 导 数 等 于 零 。 
也 可 以 说 ， 该 质点 系 在 平衡 位 置 处 势能 取 极 值 ， 这 是 平衡 的 能 量 判 据 。 


2.3.2 平衡 稳定 性 的 概念 


在 保守 系统 中 ， 从 式 (2.3.6) 中 解 出 该 方程 对 应 的 几何 位 置 就 
是 该 系统 的 平衡 位 置 。 值 得 注意 的 是 ， 在 各 平衡 位 置 上 上， 质点 系 所 处 
的 平衡 状态 未 必 相 同 。 例 如 ， 在 图 2-3-1(a)y 中 ， 圆柱 性 在 凹 形 
周 柱 面 内 滚动 ， 四 面 的 最 低 点 是 此 立柱 体 的 平衡 位 置 。 当 它 受 到 微小 
的 扰动 面 偏 离 平 衡 位 置 后 ,在 重力 的 作用 下 ， 它 能 返回 到 原平 衡 位 
轿 ， 这 种 平衡 状态 称 为 稳定 平衡 。 在 图 2-3 一 1 (b} 中 ， 圆 柱 在 号 形 
央 柱 面 上 滚动 ， 凸 面 的 项 点 是 圆柱 的 平衡 位 置 ， 受 到 微小 扰动 后 ， 圆 
柱 将 没 同 面 滚 下去， 再 也 不 能 回 氏 原平 衡 位 置 ， 这 种 平衡 状态 称 为 不 
稳定 平衡 。 在 图 2 一 3 一 1 (c) 中 ,圆柱 在 水 平面 上 滚动 ， 不 论 在 哪个 
位 置 ， 圆 柱 总 是 平衡 的 ， 这 种 状态 称 为 随 遇 平 衡 。 


图 2--3 1 
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下 面 简单 介绍 单 自 由 度 系 统 和 两 个 目 上 由 度 系 统 的 情形 ， 面 且 只 考 
虚 由 于 广 闵 坐标 位 置 的 俩 离 而 引起 的 扰动 ， 没 有 考虑 速度 引起 的 殷 
动 ， 是 用 纯 静 力学 观点 来 判别 平衡 的 稳定 性 质 。 
2.3.2-1 羊 自 由 度 系 统 平 竹 稳 定性 质 的 判别 方法 

如 梁 某 单 自由 度 夺 点 系 在 /多 坐标 y= go 位置 (或 位 形 } 是 平 
衡 的 ， 那 么 ， 它 的 势能 函数 在 g = qo 钼 取 极 值 ， 即 


5 -0 (2.3.7) 
4 1 = 9 
到 
车 2 >0 (2.3.8) 


#9 = 


即 势能 卫 数 在 g = go 狂 有 极 小 值 ， 那 么 ， 该 系统 在 此 位 置 处 于 稳定 


2 
的 平衡 状态 。 若 必 ”<0， 即 势能 西数 在 9 = go 处 有 极 大 值 ， 那 
么 ， 它 就 处 于 不 稳定 的 平衡 状态 。 若 9 | =0， 则 需要 分 析 更 高 


9 = Fn 

的 偶数 阶 导数 的 正 负 ， 才能 判别 在 此 位 置 平衡 的 稳定 性质 。 上 有 具体 地 
说 ， 知 势能 在 9 = qo 处 不 等 于 零 的 最 低 阶 导数 的 阶 次 是 偶数 ， 此 导 
数值 又 是 正 的 ， 凤 势能 有 极 小 值 ， 则 该 系统 在 此 位 置 处 于 稳定 的 平衡 
状态 ; 此 导数 值 是 负 的 时 ， 则 姓 十 不 稳定 的 平衡 状态 。 若 势能 函数 对 
广义 党 标的 各 阶 导数 都 等 于 零 ， 则 该 系统 处 于 随 示 平衡 状态 。 
2.3.2.2 两 个 自由 度 系 统 平衡 稳定 性 质 的 判别 方法 

如 果 某 两 个 自由 度 质 点 系 在 广义 坐标 gl= gio、q2 = wa 处 是 平衡 
的 ,那么 ， 它 的 势能 函数 在 此 处 取 驻 定 值 ， 即 


可 到” 3 
9g = 0， 了 =0 (2.3.9) 
dl (19109203 2 109 do) 
值得 注意 的 是 
与 > 人 ， 
391 (io 920) .03 {oor an) >0 (2.3.10) 


?4 


只 是 保证 势能 Vi，.。) 为 极 小 值 的 必要 条 件 ， 这 就 是 说 ， 即 使 势能 在 
平 交 位 形 闻 | 放 oo0 钼 的 一 阶 偏 导数 都 大 于 李 ， 也 不 能 保证 Weg ae) 为 


极 小 值 。 保 证 yY(。.。) 为 极 小 值 的 充分 条 件 是 
a2 A 
一 > 0， (或 全 也 > 0) 
?81 Co a0? 295 tn 201 (2.3.11) 
dV 2 I 2 入 
C 3 人 和 2 本 ) > 心 
有 全 人 个 12 有 2 6992] 


质 上 气 系 在 平衡 位 形 处 的 势能 是 极 小 值 ， 该 系统 在 此 位 形 是 处 于 稳 
定 的 平衡 状态 ; 反之 ,车 势能 涉 是 极 小 值 ， 则 人 处 于 不 稳定 的 平衡 状 


ee 


例 2-7 试 计 论 例 2 一 1 中 AB 杆 于 衡 的 稳定 性 ， 
解 : 取水 平地 极为 零 势 能 面 ，p 为 广 祥 坐标 ， 此 系统 的 势能 表达 
式 为 
V= me x Fismng 十 记 k[( 一 zslino) — 212] 
Vo= gi:(y—1+ 0.Ssing)sing {a 
其 中 
Y= mg/(2ki!} < 之 1 (by) 
式 (ay 对 gw 求 一 阶 导 数 ， 化 简 后 得 
9 = Ei"*{y—1+ SINnp)cosg Ce) 


特 式 (ec) 代 人 式 (2.3.7)， 可 以 得 到 该 系统 的 势能 函数 灵 对 广 党 从 
标 gp 的 一 阶 导 数 等 于 零 的 两 个 和 条件， 即 


(DD cosop = 入 ， 得 pI 三 


|9 


892 二 一 祖 《 无 实际 意义 ) 
( 7yY-1+snp=0， wng=1—y 
由 此 看 出 ， 其 有 在 y 委 1 时 ，snp 才 有 定 尽 ， 这 正好 是 题目 给 出 
的 条 件 〈 式 (b))， 
3 = arcstnt 1 7) 
了 


式 (c》 再 对 p 求 一 次 导数 ， 得 


ol2 


特 平 衡 位 置 的 wi、 
系 ， 列 表 计 算 如 下 。 


7 一 ki*|1+ (1-— yY}sing 一 2stmn g ] (Cd) 


gs 代 大 式 (d)， 并 注意 到 式 (b) 的 关 


2 村 d 


一 眉 Srmgt 一 个 Smgi 守 们 


Kit- 2) 一 0 


例 2-8 弹 赞 搜 杆 系统 OAB 位 于 
图 2-3 一 2 所 示 的 雏 直 南 内 ， 可 绕 水 平 
轴 已 摆动 ,已 知 均 质 杆 OA 的 质量 为 
mm 长度 OA = OB=!:， 强 壬 4B 的 自然 
长 度 zo=v2:， 弹 筑 的 动 度 系 数 为 点 ， 试 
求 此 系统 的 平衡 位 置 ， 并 讨论 它 的 稳定 
人 性- 

解 : 这 是 单 自 由 度 的 保守 系统 。 选 
取 OA 杆 与 铅 直线 的 夹 攻 w 为 广义 坐标 ， 
由 图 2 一 3~2 看 出 , 0=0.5¢9。 

(1) 系统 的 平衡 位 境 

选择 通过 口 轴 的 水 平面 为 重力 的 零 
势能 面 ， 以 B 为 中 心 ，io = 人 7 为 半径 
的 球面 为 弹 手 力 的 零 势能 面 ， 此 系统 的 
势能 蚂 数 


1 1 
Y= 3 kt (2co0s 分 一 本 和 一 3 mgicosg 
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一 了 2 沪 (a) 


令 Y= 如 
则 
V= 方 kL?[(2cos 时-Y2)?- Ycosg] (b) 
式 (b) 对 广 刻 坐标 vw 求 一 阶 导 数 ， 整 理 后 ,得 
= Klan GLIY2 ~ (2- 7)eos 序 ] (c) 
出 式 (2.3.6) 知 ， 此 系统 平衡 的 充分 必要 条 件 是 
= ， Ri?sn SIY2- (2- 7)eos $1=0 
即 
sin 二 0 ‘dd) 
co (e) 


由 式 (d) 和 式 (e) 看 出 ， 当 2-Y2<Y<2+Y2 时 ，cos 了 无 定义 ， 
此 系统 有 一 个 平衡 位 置 ， 即 

PF1= 0 《二 
当 y 守 2 -Y2 或 yY 关 2+V2 时 ，cos 分 有 定义 ， 此 系统 有 三 个 平衡 位 置 ， 
即 


Pi1=0 
F272 二 一 3 = 2arccos { = ] | \g) 


(2) 平衡 的 稳定 性 质 

由 式 《2.3.8) 知 ， 为 判别 该 系统 在 平衡 位 置 mwl、pa、9p3 的 平 
衡 是 不 是 稳定 的 ， 和 需 计 算 势 能 酉 数 式 (b) 对 广义 坐标 mw 的 二 阶 导 数 
在 gl、g2，F3 处 值 的 正 负 人 性质 ， 有 时 还 要 计算 四 阶 导 数 的 正 负 性 
质 。 将 式 《c) 再 求 一 次 、 三 次 尾数， 化 简 后 得 


dwr 1 
= Ri? [IY2cos 7 ~ (2— 7)(2cos? 和 ~ 1)] 


dp’ 2 
7 


4 
dV 1 p274(2 — yy (Dcos’ 一 1) -- 2ceos 分 | 


de+ 8 
梅 陈 【下 和 式 fg) 代入 上 两 式 ， 得 
p= Pp1=0 时， 2) 
(2) 2 
p= p= - yg3=2arccos{ 3 时， 
人 
= -2(2—7) | 
对 于 不 同 的 y 值 ， 获 得 对 应 的 导数 值 ， 现 列表 计算 如 下 。 


平 奖 位 置 


站 > 二 一 芝 1 一 2arcevs{ 


地 滞 2 一 3 一 3 La) 


见 图 2 一 3 一 3 {b) 


风 图 2 一 3 一 3 {ce} 


见 轩 和- 3- 3 tid) 


风 疼 2 一 3 一 3 te) 


由 上 表 太 图 2-3 一 3 (a) 一 (fy 看 出 ， 当 比值 y= mg (ke) 
由 Y 夺 2- 旭 变 化 到 2 一 2<y<2+Yy2， 然 后 天 变化 到 y 宇 2 + WD 时 ， 
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沪 系 统 平衡 位 置 的 数 日 由 三 个 变 到 -一 个 ， 届 由 一 个 寞 到 三 个 ， 


平移 的 


性 质 也 发 生 相 应 的 变化 。y= 2 一 这 和 y=2+yY2 则 是 发 生 这 种 突然 变 


化 的 特定 值 。 - 舱 地 说 ， 


系统 的 某 个 参数 {如 本 全 中 的 Y》 为 革 个 或 
某 几 个 特定 值 时 {如 本 机 的 2 一 JY2、2 +Y2 )， 


系统 的 动力 学 特性 将 


发 生 窗 然 的 变化 ， 这 种 现象 在 力学 中 称 为 分 叉 现 象 。 在 工程 和 生活 实 


际 中 ， 分 叉 现 象 时 有 发 生 。 


了 


| 
2 


站 
一 

一 一 立 FE] 在 

FY=0 M2 -2 
‘a 

12 
10 
:| 
下 
时 
2 
0 
-了 

-10 一 于 站 癌 10 


二 徐 生生 7 二 一 了 一 


{tb} 


—10 -3 必 所 1 


rT=2 5<21:72 


{dy 


一 10 一 5 子 1 


一 让 414 3445 人 + 


ey} ‘Ty 


2.4 达 朗 伯 原 理 
和 达 朗 人 原理 是 非 自 由 质点 系 缉 力学 的 一 个 普通 原理 。 
2.4.1 质点 的 达 朗 怕 原 理 


非 自 由 感 点 M 在 主动 力 F 作用 下 ， 沿 茶 因 定 曲 面 运动 ， 此 曲面 
纵 它 的 约束 力 汶 有， 如 图 2-4-1 所 示 。 按 照 达 上 朗 伯 原来 的 谋 想 ， 
将 主动 月 下 分 解 为 两 部 分 ， 即 
FF=F, ,+F, (2.4.1) 
其 中 力 F, 称 汶 驱动 力 ， 用 来 驱使 质点 M 运动 ， 使 它 产 生 加 速度 ea， 
并 符合 和 牛 环 第 二 定律 的 关系 
F, = mad {2.4.2) 
式 中 jr 为 此 质点 的 质量 。 力 F. 称 为 损失 办 ， 它 与 约束 力 N 相互 平 
衡 ， 即 
F.=-F— FF- ma (2.4.3) 
下 .十 = 全 (2.4.4) 
这 十 达 朗 怕 原 理 的 早期 形式 ， 可 以 表述 为 质点 企 运 动 的 每 -瞬时 ， 作 
用 十 其 上 的 损失 为 与 它 对 应 的 约束 力 平衡 。 如 果 将 式 {2.4.3) 代 人 人 
SO 


式 (2.4.4)， 则 有 
FF—wnatN=0 {2.4.5) 


由 十 -ma 具有 力 的 重山， 后 来 人 们 把 这 个 量 称 为 “惯性 
力 "。 惯 性 力 的 大 小 等 于 这 动 质 点 的 如 速度 与 其 质量 的 磁 税 ， 它 的 方 
襄 则 与 如 速 讼 的 方向 相反 ， 即 


F, = 一 ma (2.4.6) 
特 式 {2.4.5) 代入 式 (2.4.5)， 则 有 
F+N+F,.=0 (2.4.7) 


这 是 达 朗 伯 原 理 的 现代 撒 式 ， 可 以 
表述 为 质点 六 运动 的 每 . -瞬时 ,作用 十 
其 上 的 主动 方 、 约 虹 为 和 虚 加 于 此 质点 
上 的 惯性 力 在 形 臣 上 组 夏 一 平衡 力 系 。 

它 表 明 ， 在 运动 的 质点 上 引进 惯性 
力 后 ， 动 力 掌 问题 可 以 像 静 力学 平衡 问 
是 一样 米 处 理 。 这 种 处 理 方法 在 工程 技 
本 界 称 为 “动静 法 "， 并 获得 了 广泛 的 
应 用 ， 图 2 -4 一 1 

值得 指出 ， 忠 与 非 惯 性 参考 系 相 联系 的 牵连 惯性 力 、 科 氏 上 惯性 力 
不 同 . 这 里 引信 的 上 惯性 为 与 非 惯 性 参考 系 的 选择 无 关 。 当 这 两 种 惯性 
力 有 可 能 发 生 混 淆 的 时 候 ， 特 这 里 所 引 人 的 惯性 力 《- mey 称 为 达 
朗 伯 惯性 为 。 - 般 人 情况 下 ， 则 简称 惯性 力 。 四 这 里 引 人 的 惯性 力 是 真 
实 任 在 的 ， 它 具有 开 作 用 力 的 性 质 。 质 点 的 惯性 力 并 非 作 用 在 此 质点 
上 ， 而 是 作用 在 昌 使 此 质点 产生 加 建 育 的 诸 施 万 体 上 。 


2.4.2 质点 系 的 达 朗 伯 厌 理 


假设 某 质 点 系 由 ”个 质量 分 别 为 mm, 的 质点 组 成 。 在 任意 有 瞬时， 
它 的 第 :个 质点 所 藉 受 的 力 有 外 力 和 内 力 。 外 力 包 括 系 统 外 的 物 居 或 
约束 对 它 施加 的 主动 力 F, 和 约束 力 后 ， 内 力 则 为 各 质点 对 它 的 作用 
万 下 1=i 2 nn 月 7 了 1)， 它 在 此 钥 时 的 加 速度 用 a, 表示 。 
如 果 在 此 质点 上 虚名 - 惯 手 力 


S$1 


F—— ma, (2.4.8) 


Ri 


由 质点 的 达 庆 伯 原 理 ( 式 (2.4.7)) 知 ， 该 质点 所 承受 的 系统 外 的 主 
动力 F,、 约 束 力 N, 、 系 统 内 各 质点 对 它 的 作用 力 > 下, 将 与 惯性 力 


J 


F,, 组 成 一 平衡 的 汇 交 力 系 ， 即 


Fi+N+ YF,+F,.=0 {1 二 1 ,2 ,.) 
每 个 质点 都 可 以 建立 一 个 这 样 的 平衡 的 汇 交 力 系 ,将 这 n 个 平 
衡 力 系 相 加 ， 将 组 成 一 平衡 的 空间 任意 力 系 ， 这 个 平衡 力 系 的 矢量 和 
及 对 任意 点 的 力矩 的 矢量 和 均 应 等 于 零 . 


即 
DF + ON+ ODF + YF,=0 (2.4.9) 
1—1 rl rE ,1-1 r=] 
Dr Ft+ rx N+ Dr x DR,)+ Sr xF,.=0 
《2.4.10) 
证 用 作用 反作用 定律 ， 下 ,= -上 ， 如 图 2-4~-2 所 示 ， 则 有 
之 ;之 = 0 (2.4.11) 
i:=1 1,-1 
六 
注意 到 mr, 、 允 , 、 王 , 共 线 ， 于 是 上 式 等 于 零 ， 即 
六 天 下 
所 以 有 Drx SF,)=-0 《2.4.12) 


将 式 (2.4.11)】 和 和 式 (2.4.12) 代 人 式 (2.4.9) 和 和 式 (2.4.10)， 得 


之 ,下 + 之 Ni + > Fu = 0 (2.4.13) 


4 一 上 


S82 


SY mo lp,) 十 人 of 十 Dmol Fa,) 一 DF, 
| (2.4.14) 

这 语 基 质点 系 的 达 朗 伯 原 理 ， 表述 汐 在 质点 

系 运 动 的 任意 肯 时 ， 作 用 村 各 局 点 的 外 力 与 

虚 加 于 各 质点 芍 慢 性 力 弓 成 -站 衡 万 系 ， 从 

而 这 些 力 的 矢量 和 等 于 和 地， 这 些 力 对 任意 点 思 2_42> 
的 力矩 矢量 之 和 等 于 零 。 对 于 给 定 的 直 期 坐 

标 系 ， 上 成 《2.4.13) 和 式 {2.4.14) 可 以 写作 投影 形式 ， 即 


DF +t SON,+ DF -0 
r 1 上 1 J 1 

rr FP,, + > N,, + SS 天 = ,| {2.4.15) 
了 1 [| J 1 


SF + DIN, + DF =0 

1 r 1 + 上 
>) + > CN) + > mh,,) = 
1 | 1 1] r=1 


nm 


Dm(F)+t Dm (NI) + Dm(F) = 0% (2.4.16) 


Sj mA(F,)+ Si ,CN,) + Dn (F,,) = 0 
式 (2.4.15) 和 成 (2.4.16) 共有 6 个 平衡 方程 ， 内 能 用 来 求解 自由 
度 不 太 丁 6 的 质点 系 的 动力 学 问题 。 可 以 看 出 ， 在 各 种 运动 类 型 的 质 


点 系 中 ,分 析 研 究 虚 加 于 其 上 的 惯性 力 系 的 简化 结果 是 有 意义 的 。 
2.5 惯性 力 系 的 简化 


2.5.1 一 般 质 点 系 的 情形 


设 菜 原 感 系 由 n 个 质点 组 成 。 各 质点 的 质量 用 mx, 表示 ， 各 质点 
的 位 置 用 它 对 固定 参考 点 O 〇 的 矢 径 r, 表示 。 若 该 质点 系 的 质心 在 几 
383 


何 点 C 处 ， 应 用 质心 坐标 公式 ， 有 


rr 一 六 mr (2.5.1) 
Mre = Dm (2.5.2) 
其 中 和 
M = > mr (2.5.3) 
将 式 (2.5.2) 对 时 间 求 一 阶 导数 和 -: 阶 导数 ， 则 有 
ATfme = Pm. (2.5.4) 
Mac. = Pima {2.5.5) 


在 任意 有 瞬时， 第 :个 质点 的 加 速度 为 @,(; =1,2,…,n)， 虚 加 于 
各 质点 上 的 情 性 力 


F,, 一 一 Pi, 


将 组 或 一 空间 力 系 ， 应 用 力 系 简化 理论 ， 将 此 惯性 力 系 向 简化 中 心 
口 简 化 ， 可 获得 该 惯性 力 系 等 效 作 用 于 简 北 中 心 的 主 矢 及 。 和 主 算 
M.o， 即 

R= > (Fg,) 一 一 > ma 


将 式 (2.5.5) 代 人 上 式 , 得 
R.= 一 Adfarc (2.5.6) 


M,o = Dmol Fs,) = Sr x 【一 ma) = 一 SI, x 《ps 上， ) 


注意 到 5 = w， ，5: x mw, ~0， 将 这 个 等 于 零 的 项 冠 以 负 号 放 在 上 
式 等 号 的 右 侧 ， 等 号 的 右 侧 两 项 将 形成 _(r x mw ) 的 全 导数 ， 即 
Mso= -号 (mr x mv, ) =— ELD) mo mw, )] {2.5.7) 
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由 式 (2.5.6) 和 和 式 (2.5.7) 可 以 看 出 ， 一 般 质 点 系 的 惯性 力 系 
向 任意 加 定点 已 简 化 ， 它 的 主 矢 量 RR', 等 于 该 质点 系 质心 的 加 右 度 
ar 乘 以 该 质点 系 的 总 质量 ， 再 冠 以 负 号 ; 它 的 主 算 和 尔 量 等 于 该 质点 
系 对 此 固定 点 口 的 动量 矩 对 时 间 的 一 阶 导 数 ， 再 冠 以 负 号 。 如 果 在 
和 疆 定 瞬时 ， 能 和 够 计算 出 该 质点 系 质心 的 加 速度 以 及 该 质点 系 对 固定 点 
O 的 动量 矩 ， 那 么 ， 由 式 (2.5.6) 和 式 (2.5.7) 可 以 算出 与 此 瞬 
时 相对 应 的 惯性 力 系 的 主 矢量 和 主 矩 矢量 。 在 一 般 质 点 系 的 情 演 下 ， 
由 于 各 原点 的 相对 位 置 是 变化 的 ,计算 它 在 某 瞬 时 的 质心 加 速度 ， 它 
对 某 固定 点 的 动量 抵 未 必 有 简便 。 了 刚体 是 特殊 的 质点 系 ， 体 内 各 质点 的 
相对 位 置 是 固定 的 ， 它 的 质心 位 置 、 惯 性 力 系 均 有 相对 的 确定 值 ， 因 
此 ， 讨 论 刚 体 惯 性 力 系 的 简化 结 果 ， 对 于 过 朗 伯 原理 的 应 用 是 有 意义 
的 。 

顺便 指出 ， 将 式 (2.5.6) 和 式 {2.5.7) 代 人 式 (2.4.13) 和 式 
(2.4.14)， 得 


之 ,下 十 >” 一 Mac = 0 (2.5.8) 


Dmolr, 放 十 Pmo(N,) - BL mo mw, )] =0 ‘(2.5.9) 


质点 系 达 朗 伯 原 理 的 矢量 方程 Cx C2. 5.8)) 和 和 天 量 矩 方程 〔 式 
(2.5.9)) 变 为 质点 系 的 质心 运动 定理 和 质点 系 的 动量 矩 定理 。 这 王 
好 验证 了 2.1.1 中 讨论 处 位 移 原 理 时 的 论述 : 由 于 牛顿 定律 、 虚 位 称 
原理 、 达 良 伯 原理 是 一 致 的， 在 承认 牛顿 定律 为 力学 基本 原理 的 情况 
下 ， 达 朗 伯 原理 可 视 为 由 牛顿 定律 推导 出 来 的 定理 。 


2.5.2 刚体 的 情形 


2.3.2.1 平行 移动 前 刚体 
设 某 刚体 作 平 行 称 动 ， 它 的 总 质量 为 M， 某 朋 时 它 的 加 速度 为 
4， 各 质点 的 加 速度 也 都 是 a， 取 体内 -质量 元 dm 为 研究 对 象 ， 此 
朋 时 ， 质 量 元 dzm 的 和 恤 性 力 
中 下 一 — adm 
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此 刚体 各 质量 元 的 惯性 力 将 组 成 一 空间 的 间 向 平行 力 系 。 令 此 惯性 态 
系 向 其 质心 CC 简化， 并 取 质 心 C 为 各 质量 元 矢 径 的 参考 点 ， 则 有 


r=0,M = | dm， 于 是 简化 后 的 惯性 力 系 主 矢量 


埠 , 一 | dF 二 a| dm 


所 以 有 
R= — Ma (2.5.10) 


主 滤 矢量 
Mr 一 jc rx adny)=— (| rdm) Xa 


玖 


由 式 (2.5.2) 得 
| rd = Mr = 
a 


看 Mec =0 (2.5.11) 
由 式 《2.5.10) 和 式 {2.5.11) 知 ， 刚 体 作 平行 移动 时 ， 它 的 惯 
性 力 系 可 以 简化 为 一 个 合力 ， 此 合力 作用 线 通过 质心 C， 大 小 等 于 网 
体 的 质量 污 此 瞬时 的 加 速度 的 磁 积 ， 方 向 则 与 加 速度 的 方向 相反 ， 即 
上 = 
2.5.2.2 绕 固 定 轩 转动 的 刚体 
1) 一 般 情 形 下 绕 固 定 轴 转动 的 刚体 
假设 某 刚体 绕 固 定 轴 转动 ， 它 的 总 质 景 为 M， 选 择 转动 轴 上 任 
一 点 口 为 原点 ， 转 动 轴 为 Oz 轴 ， 建立 辕 连 于 此 刚体 上 的 连 体 参考 
系 Oxryz。 某 有 瞬时， 此 刚体 的 前 速度 、 角 加 速度 为 
0 = wk, ek {2.5.12) 
现在 有 于 式 (2.5.6) 和 式 (2.5.7) 计算 此 刚体 惯性 万 系 的 主 矢 景 
RR ;和 主 矩 矢量 Mw。 在 计算 过 程 中 ， 雪 用 到 二 重 矢 量 积 的 关系 
axt{tbxe}=b(lac)—- c(ta:p) 
为 求 主 入 量 R',， 设 Ctxe ,yc, zc) 为 此 刚体 的 质心 ， 有 
re 二 roi -十 有 Fr 三 
旭 
SD 


da: =EXretomxt(tomxre) 
= ekxX (xeity dt rch) tw {RLE (reit yf + zck)] 
一 《十 CR 二 六 下 下) | 
de = — etyci— rj) -w(treit yj) 

得 R',=— Mac = Me(yci— rj) + Mo {reit ycj) 
(2.5.13. 

此 式 等 导 右 侧 第 一 项 为 切 向 惯性 力 分 量 ， 第 二 项 为 法 向 惯性 力 分 量 。 

式 (2.5.13) 还 可 写成 


及 rs 一 一 War = MIEeye 十 2 ) | 
R's =— Macy = M(— exc + wiye)) 
为 求 主 符 矢 量 Mo， 设 刚体 内 任 -- 质 量 苑 dn 的 矢 径 
ro ri wit xk 


此 网 笨 对 定点 口 的 动量 年 


(2.5.13a) 


L; = SY Moon )》 二 | rx Cw xr)dm 一 wo] [ktr: rj— rtr-k)]ldm 


一 “| Cn 一 zr 过 77 一 “| 1 一 TEE C— ya] 十 (Cr 十 3 二 dr 
RF DT 


则 
Lo = 一 Sew 一 cea + co 天 (2.5.14) 
其 中 
JJ-- 一 | zdm ， J ,= 一 | edm (2.5.15) 
J = | (x 十 yi dm {2.5.16) 
MM 


J 、J - 称 为 离心 转动 惯量 ， 六 称 为 转动 惯量 。 
将 式 {2.5.14) 代入 式 2.5.7)， 惯 性 万 系 对 口 点 的 主 答 和 拓 量 


__d, _ di di ;dk 
M ,0 = dbo = EC JE 十 了 ek} wt Jr Hr + dy dz J je) 


应 用 泊 松 (Poisson) 公式 ,有 


gz Oi wx ol 
dx wkxj= wi 
dr 
-xx 
dz 


所 以 Mo=e (JE 一) 十 【一 Te) 


M0 = (Cel 一 ew” J ) 上 十 (ef + w Js) j— elk {2.5.17) 


或 
NM or = El 一 wi 
Moy = Ely + | (2.5.17a) 
BM =— el, 
2) 特殊 情形 -一 -刚体 有 质量 对 称 面 ， 而 且 转 动 轴 垂 直 于 此 对 称 
面 的 情形 


在 此 情形 中 ， 转 于 刚体 的 人 性 力 系 首先 可 以 简化 为 哑 如 于 此 质量 
对 称 面 内 的 平面 惯性 力 系 。 其 次 ， 可 以 由 - 般 情 形 中 局 性 力 系 的 往 北 
结果 来 推算 此 种 特殊 情形 中 的 简 作 结果。 为 此 ， 仿 用 M 表示 此 刚体 
的 总 质量 ， 选择 转 动 轴 与 对 称 面 的 交点 口 为 原点 ，Oz 为 转动 轴 ， 建 
立 连 体 参 考 系 Crye。 由 于 Oxy 在 质量 对 称 面 内 ， 二 是 式 (2.5.15) 
表示 的 该 刚体 的 离心 转动 惯量 等 于 零 ， 即 
J = 人 0 (2.5.18) 
在 某 瞬 时 ， 信 设 此 了 刚体 的 角速度 、 角 才 速 度 分 别 为 加、eE， 如 式 
(2.5.12)。 将 式 (2.5.18) 代 大 式 (2.5.13a》) 和 式 〈2.5.17a)， 获 
得 在 此 瞬 时， 此 了 刚体 的 惯性 力 系 向 夯 点 口 简 化 的 主 秋 量 丸和 主 矩 矢 
量 Ap 为 


Ry: = — Mac,= Mieyect+ wre) 
R',, 一 we MC ee)| (2.5.19) 
Mr 一 NM ok Elk 
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最 后 ， 将 简化 中 心 由 坐标 原点 O 挪 至 质心 C， 看 看 简化 结果 会 
有 什么 变化 。 

外力 系 的 商人 化 理论 条， 不 论 选 择 哪 . :个 点 做 简化 中 心 ， 简 化 后 的 
力 系 主 舌 量 是 不 会 变化 的 ， 调 对 简化 中 心 三 的 主 抵 矢量 则 等 于 为 系 
对 原 简 化 下心 吕 的 主 矩 矢量 与 在 诛 简 化 中 心 马 处 的 主 矢 量 对 新 简化 
中 心 忆 的 力矩 矢量 的 矢量 和 ， 即 

Mr = MotraoxR., 

注意 到 roo 二 一 re 二 一 02+ ye) ,连同 式 (2.5.19) 一 并 代 人 上 式 ， 


则 | 

Moec = elsk (re vi Ml{eye tt owt re ET 一 Er + wye)j] 
= -elk Mial erct oy) ye (ey t wr ) Kk 
一 一 E[J -Ad 十 WE) 大 

所 以 Ager 二 ~ elcek 

其 中 


Jr (2.5.20) 
为 转动 惯量 平移 定理 的 应 用 。 由 此 可 知 ， 此 刚体 的 惯性 力 系 向 其 质心 
CO 简化 的 主 矢量 尽 ”、 主 算 天 量 Mi 为 
及 sr = ~ Mac,= Mt{ey + wire) 
R',, = ~ Mac, = Mt — ee)| ‘2.5.21) 
Me = Me R= — efr,k 
2.5.2.3 平面 运动 的 刚体 

由 出 体 的 平面 运动 理论 知 ， 刚体 的 平面 运动 可 以 简 北 为 平面 图 形 
在 其 自身 平面 内 的 运动 ， 因 此 ， 平面 运动 刚体 的 惯 件 力 系 可 简化 为 平 
面 力 系 。 

设 平 面 图 形 { 即 刚 体 ) 的 质量 为 M， 质 心 在 C 点 。 建 立 辕 定 坐 
标 系 Oryz (zz 三 0)， 再 以 质心 C 为 基点 ， 建立 平移 参考 坐标 系 Cr 
2 ， 质 心 上 的 坐标 、 栖 内 任 一 质量 元 dm 的 坐标 分 别 为 

rec= rcit ycj: rce=0 
六 一 rr 十 产 ，， r=rity’ 
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某 上 有 瞬时， 假设 此 刚体 质心 的 速度 、 却 速 典 为 v,: 和 ar， 刚 体 绕 压 
心 CC 转动 的 角速度 、 角 加 速度 为 和 和 #8 ;由 于 ww, 三 w, 三 0, &, 三 &, 


三 心 ， 
ny 二 ok ， £ 二 上 上 
为 便于 惯性 力 系 的 简 从 演算 ， 讽 看 看 以 下 参量 、 拓 量 的 运算 结 
=: 
r= i+t yi}:k=0 (2.5.22) 
| dan ~ MI (2 .5.23) 
nm 
| > din = Mr = 0 (2.5.24) 
和 


| frr dp =| {x + vy dp ~ J (2.5.25) 
4 了 1 了 


先 计算 惯性 方 系 的 主 拓 量 下. 。 此 瞬时 ， 质 昌 交 dir 的 如 速度 、 
惯性 力 为 


a=aetexr +m tmxr’) 


dF - adin=- a texr +@<{twmx rd 
虚 有 加 于 此 刚体 上 的 惯性 力 向 质心 C 简化 的 主 矢 量 
下 ,= dF 二 一 a | dm 一 EA xX | > 人 77 


一 wk Xx CA x| r dp) 
ni 
将 式 (2.5.23) 和 式 (2.5.24) 代入 上 式 ， 得 
及 ,= 一 Na. (2.5.26) 
持 计 算 主 第 矢 屋 
ni = | x dF =— | rxadm—el rr xX {Kx rr }dn 
时 人 4 


不 


四 


- “| 区 XE kX Fr dn 
二 一 (| rr dy} x 站 一 | [到 fr” -rr{r’- kK) ldn 
和 NF 
一 oo 区 x [K(kK-r yrik. Ry]dn 
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将 式 12.5.24)、 式 (2.5.25) 和 式 {2.5.22) 代入 上 上 式 ， 得 
Ms < 大 (2.5.27) 


还 有 两 种 特殊 情形 分 别 说 曲 如 上 上。 
1) 如 条 没有 相对 硅 心 熙 的 转动， 其 ww 三 0，&8 三 个 ， 蕊 
(2.5.26) 和 式 {2.5.27) 空 为 
R', 一 一 Meare 
MT = 
这 吓 半 行 黎 动 刚 恒 惯性 力 系 简化 的 结 虹 ,， 它 与 式 (2.5.10) 和 式 
(2.5.11} 是 -至 的 。 
(2) 如 果 没 有 随同 质心 C 的 平行 称 动 ， 即 b. 三 0，ar 二 0， 和 成 
(2.5.26) 和 式 (2.5.27) 变 为 
R,= Ma -人 
Mr = jek 
这 是 绕 定 轴 转 动 刚体 惯性 力 系 的 前 化 结集 ， 不 过 它 还 加 上 上 这样 的 条 
件 : 刚体 有 质 基 对 称 画 ,转动 轴 重 直 于 质 季 对称 甸 ， 并 且 通 过 质心 记 
(Ba, 二 ,二 ) 它 与 式 (2.5.2]) 是 : 致 的 。 
2.5.2.4 鲜 固 定点 转动 的 刚体 
假设 某 于 体 绕 固定 点 O 转动 ， 它 的 质量 为 M， 质心 在 CC. 点 上 。 
选择 固定 点 口 为 原点 ,建立 -- 组 属 上 惯量 起 轴 的 连 体 参考 坐标 系 
(和 和- 此 毕 标 系 上 的 -个 单位 舌 时 分别 用 el 、e;、e3 表示 ,质心 人 
的 扶 和 从 及 任意 网 时 的 镍 速度、 和 镍 加 速度 为 


Fr 一 Le 十 He + Fe (2.5.28) 
dO 2 sey 十 名 可 {2.5.20) 
Eee:tt eet ee (2.5.30) 


如 果 在 此 刚体 的 各 质 其 元 上 加 上 相应 的 惯性 力 ， 组 成 -空间 的 领 
性 力 系 ,并 将 此 力 双 向 辕 定点 妃 简 化 ， 通 过 芒 算 【演算 过 程 留 到 习 
题 中 完成 )， 吕 以 得 到 此 惯性 态 系 的 主 和 泉 量 

R= —- Ma-—M ex tx (wxr)] (2.5.3]] 


和 计算 矢 基 
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Mo= Meoert +t Meores t Moog 2.5.32) 
其 中 


Ne = ~ el ~ ta (J — 13) (2.5.33) 


Mo = el ww | 
M03 = — Jaes— wiws (J2— 11) 


2.5.2.5 一 般 返 动 的 刚体 
假设 某 刚 体 的 质量 为 M ， 在 空间 做 一 般 运 动 。 今 以 其 质心 CC 为 
原点 。 建 立 一 组 属于 中 心 惯量 主轴 的 连 林 参考 坐标 系 Osent 。 在 此 誉 
标 系 上 的 三 个 单位 舌 量 分 别 用 el 、e;、e; 表示 。 此 刚体 对 这 三 个 中 
心 惯 量 主轴 的 转动 惯量 分 别 用 万、 所、.Jj 岂 表示。 在 任意 瞬时 ， 设 此 
刚体 的 质心 的 速度、 加 速度 分 别 为 wc、ar， 绕 质心 C 转动 的 角速度 
名， 角 加 有 速度 & 如 式 (2.5.29)、 式 《2.5.30)。 如 果 在 此 刚体 的 各 质 
量 元 上 加 于 相应 的 惯性 为 ， 组 成 一 空间 的 惯性 力 系 ， 再 将 此 力 系 向 质 
心心 简 化 ， 通 过 演算 (演算 过程 留 到 习题 中 完成 )， 可 以 得 到 此 惯性 
力 系 的 主 拓 量 
及 -= - Ma (2.5.34) 
和 主 矩 舌 量 
Mao= Myerer t Mee2es + Meaea {2.5.35) 
其 中 
Rpgez 三 一 .as 一 人 Ji — dwswi (2.5.36) 
Mca = ~ Jaes — (fi — TD ws 
习 题 
2-I 均 质 链条 的 两 端 分 别 固 连 A 、B 小 球 ， 放 置 在 半径 为 » 
的 光 沸 贺 柱 面 款 ， 如 题 2 一 1 图 所 示 。 已 知 球 有 A 重 P, 球 上 DB 重 品 ， 链 
条 的 单位 长 度 的 重 基 为 np。0Q 为 圆柱 面 的 圆心 ，OC | AB，OC 线 与 


OA 线 的 夹 角 用 8 表示 ， 试 求 平衡 时 ， OC 与 水 平 线 的 夹 角 多。 
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Me 二 一 -El 一 《JJ 一 mo | 


2~2 减速 器 由 其 有 公共 锥 画 的 四 个 六 锥 轮 组 成 ， 其 顶 角 分 别 为 
280/、28,、28y 和 204， 如 题 >-2 图 所 泵 主动 轴 工 上 作用 一 转 托 
AMM， 试 求 传 给 轴 开 上 的 转生 WwW 不 计 摩 扩 ， 


是 2-i 图 题 z- 2 图 
2 一 3 曲柄 连 杆 ~ 湿 道 播 杆 机 梅 在 题 2-3 图 所 示人 位置 上 处 于 平 
衡 状态 。 共 中 摇 村 OD 位 于 铅 征 位 置 ， 口 |、 吕 D、 妆 三 点 处 于 同一 水 
平 线 上 ，aB= AC， 了 了 OAC =90"，AOQC=a (ae 天 45)。 试 络 出 
OID 杆 、OA 杆 和 BC 杆 的 虚 角 速度 之 间 的 关系 。 
2~4 由 AB、CD、DE 三 村 组 成 的 系统 中 ，AC = CD = DE，。 
今 在 三 杆 上 分 别 作 用 一 力 偶 ， 并 在 题 2 一 4 图 所 孙 位 置 平衡 。 已 知 
M1， 求 Ms， 和 Ms。 各 杆 的 质量 林 计 。 


题 2--3 图 是 2-4 图 
2-5 题 2-5 图 所 示 系 统 中 ， 当 中 = 180" 时 ， 劲 度 系 数 为 上 的 
弹药 没有 变形 。 试 求 除 8= 180" 以 外 的 其 他 平衡 位 置 所 对 应 的 日 角 。 
略 去 杆 的 质量 和 套 环 4 在 铅 直 奸 上 滑动 时 的 摩擦 。 
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2 一 6  - 重 王 的 均 质 门 的 懂 截 面 刘 题 2 5 图 所 示 。 OA 为 让 
扇 ， 其 商 度 OA = 为 镑 链 文 座 当 e= 吕 时 ， 弹 贰 向 有 变 夫 。 
二 庆生 肛 系数 为 坟 ， 斌 证 : 茄 选择 昼 于 的 动 鼎 系数 ， 训 此 门 在 任何 位 
旋 均 能 外 |] 于 入 状态 AC 村 的 重 基 可 以 忽 紫 


题 2 5 图 题 2_-6 图 
2 一 7 了 某 种 钥匙 的 截面 可 以 简化 为 一 直角 三 角形 ( 题 2-7 图 )， 
其 直角 边 4 =a，BC=#。 若 在 铀 用 上 作用 一 个 方 偶 ， 它 的 力 偶 垂 
为 Mf。 试 求 其 项 点 及 、B、C 对 锁 孔 边 上 的 压力 。 各 处 的 摩擦 可 以 
忽略 。 钥 是 与 孔 之 间 的 间 逊 很 小 。 
2-8 题 2-8g 图 所 示 杭 架 水 受 水 平 力 P| 和 铅 直 力 P, 的 作用 ， 
试 求 CD 杆 、CE 杆 的 内 大。 


J 
|*: 
成 PP _C E 
时 
六 
DD 
B 
a < a a 可 a 


题 2 一 了 图 三 2 一 8 图 
2-9 继 AC、BC 分 别 向 结 在 同一 水 平 高 度 的 钉子 A、B 上 
( 题 2- 9 芒 )， 在 此 二 强 的 连结 钼 忆 悬挂 一 重量 全 = 500 N 的 重 物 . 
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册 知 BAB 的 辣 距 /= 10m， 继 AC 无 弹性 ， 长 度 /=5m， 强 BC 的 动 
度 系 数 上 =5000 N/m， 无 变形 时 ， 它 的 长 度 1; =5 m 试 求 此 系统 
半 竹 时 缠 AC 、BC 与 销 和 导线 的 瑞 和 角 8| 和 8,。 

提示 : 当 求 解 出 来 角 应 满足 的 条 件 交 超越 方程 时 ， 可 采用 试 凑 法 
求 其 近 亿 解 - 

2 一 iD 机 根 长 度 缘 为 了 的 杆 4C、20GC 用 贸 链 C 相连 ， 并 在 口 端 
系 一 水 平 弹 得 。 此 二 杆 的 另 一 端 分 别 与 滑 块 A、B 贸 接 ， 滑 块 可 在 
铬 直 槽 内 请 动 。 在 二 滑 块 上 分 别 作 用 辐 直 力 P、P', 月 P=P ， 如 
是 2-10 图 所 示 。 当 二 杆 钼 于 铅 直 且 对 称 的 位 置 时 ， 弹 得 不 受 力 ， 弹 
簧 的 动 度 系数 为 上 &， 不 计 杆 和 滑 块 的 重量 ， 不 计 摩 扎 ， 试 求 此 系统 的 
平衡 位 置 《 用 杆 与 锁 直 线 之 间 的 夹 角 we 表示)， 并 分 析 其 稳定 性 。 


凶 


和 


题 2 一 5 图 题 2 一 J0 图 
2 一 1i 在 题 2 一 11 图 所 示例 摆 系统 中 ， 4 中 =，4C=27，、， 弹 赞 
BC 的 劲 度 系数 为 &， 当 摆 位 于 钠 直 倒立 位 置 时 ， 弹 得 不 受 力 。 如 旦 
摆 锤 重 为 W， 杆 质量 不 计 ， 且 y = 35; <1， 试 求 摆 的 平衡 位 置 ， 并 
分 析 其 稳定 性 与 参数 y 的 关系 。 
2-12 均 质 村 AB、AD 用 光滑 铵 链 A 连接 ， 倚 在 光滑 的 固定 


国 柱 上 ， 如 题 2 一 12 图 所 示 。 圆 柱 的 半径 为 ，， 其 纵向 轴 水 平 ， 与 图 
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面 牌 直 ， 杆 长 各 为 21。 如 用 8 角 表 示 有 A 点 至 圆柱 中 心口 的 连 线 与 输 
直线 之 间 的 夹 角 ，2w 表示 二 杆 之 间 的 夹 角 。 试 求 此 系统 平衡 时 的 位 
管 8 和 ww， 并 分 析 其 稳定 性 。 
2 一 13 某 刚 体 竺 固定 点 已 转动， 为 以 口 为 原点 、 属 于 懂 
景 主轴 的 连 体 坐标 对 ,el 、e2、es 为 此 坐标 系 的 三 个 单 们 天 有 最。 已 知 
此 了 刚体 的 质量 为 M， 对 Osnt 坐标 轴 的 转动 惯量 为 J 、J，3、.J3; 在 某 
肯 时 ， 其 质心 的 加 速度 为 ge， 和 角速度 、 骨 可 速度 分 别 为 
weit we2t we 
EeEBlt Ets tt E483 
试 推 证 此 艇 时 虚 加 于 此 刚体 上 的 惯性 力 系 向 口 点 简化 的 主 矢 量 
R's = — Mac 
主 所 矢量 
Meo= 一 [Jisli+(71s 一 Ja)mwamajei 一 [Josea+f(Ji — 13) ww3]e2 
-LJjses+ {12 — J1) wwiles 


题 2- 才 图 题 2- 12 图 
2 一 14 茶 刚 体 在 空间 做 一 般 运动 ，Cent 为 以 其 质心 C 为 原点 ， 
属于 中 心 惯 量 主 轴 的 连 体 举 标 系 ，el、e，、 ea 为 此 坐标 系 的 三 个 单位 
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矢量 。 已 知 此 刚体 的 质量 为 M， 对 Cent 举 标 轴 的 转动 邮 基 为 六 、 
JJ 、.j/5; 在 某 瞬 时 ， 其 质心 的 速度 、 如 速度 为 mwc 、ac， 第 速度、 各 
加 速度 分 别 为 
二 welt wet waea 
Eel1elt Ee tt E384 
试 推 证 此 肯 时 漠 加 于 此 刚 栖 上 的 惯性 力 系 向 质心 C 简化 的 主 矢 量 
R= ~— Mac 
主 矩 矢量 
Mec= — Clert tla Jadwawma)el— (fer t (CT — Ta) wl wma) es 
= tJaeat (J2— 1) www) es 
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第 3 章 动力 学 方程 的 三 种 基本 形式 
3.1 虚 功 形式 的 动力 学 方程 一 一 动力 学 普遍 方程 


洪 功 形式 的 动力 学 方程 是 进位 称 原 理 与 达 朗 伯 原 理 简 单 结合 的 产 
物 。 

假设 某 质 点 系 由 x 个 质点 组 成 ， 各 质点 的 质 革 用 sx, 表示 (r= 
1，2，-…，w)， 和 括 用 于 第 ; 个 质点 上 的 主动 力 、 约 束 力 用 F,.、N, 凌 
示 ， 在 任意 有 瞬时， 第 ; 个 质点 的 如 速度 为 a,。 如 果 在 此 质点 上 虚 加 一 
惯性 力 Fy 二 一 za ， 和 根据 达 朗 拍 原 理 ， 在 此 瞬时， 作用 于 此 质点 上 
的 主动 力 FF,、 约 束 力 N, 和 虚 加 的 惯性 力 F,, 在 形式 上 组 成 一 平衡 的 
汇 交 力 系 ， 即 

F,+N,+F,,= 人 0 

对 nn 个 质点 都 作 这 样 的 钼 理 ， 则 在 此 眠 时 ,作用 于 此 质点 系 上 的 主 
动力 、 约 束 力 和 和 虚名 的 惯性 力 在 形式 上 组 成 一 平衡 的 空间 力 系 ， 即 


> >) Ni+ > Fu = 
如 果 此 质点 系 的 约束 是 理想 约束 ， 应 用 虚 人 和 位移 原理 ,出 有 
> 6AF = > (CF, + F,,):8r, = 
或 
2 aar= DF me)3r,=0 《3.1.1) 


这 是 虚 功 形式 的 动力 学 方程 简称 动力 学 普遍 方程 是 拉 褚 衣 日 于 

1760 年 导出 的 ， 也 称 达 朗 伯 一 拉 格 朗 日 方程 。 此 方程 可 以 表述 为 : 

在 具有 理想 约束 的 质点 系 中 ， 在 杜 意 瞩 时 和 位 形 上 ， 和 作用 于 各 质点 上 

的 主动 力 和 虚 加 的 惯性 力 在 任 一 虚 位 称 上 所 向 的 元 功 之 和 等 于 零 。 它 
总 各 


站 和 白 戎 坐标 系 中 的 分 解 形式 为 
>) [(X,— mr jr + YY, ny, ey, + (2, m.z, Bz, |=0 
(3.1.2) 
如 果 在 式 (3.1.2) 中 的 质 其 、 力 和 举 标 采用 统 一 的 符号 ， 可 以 
改写 为 
> (KX, mr dr, =0 (3.1.3) 


可 以 看 出 ， 在 动力 掌 普 这 方程 中 不 包 合 约 东 力 : * 

在 基质 点 系 中 ， 如 果 有 的 
质点 之 间 的 联系 并 非 理想 约 
束 ， 例如 两 质点 之 间 用 弹性 绳 
连接 等 等 ， 可 以 将 这 种 非 理 想 
约束 的 内 力 视 作 主动 力 ， 仍然 
可 以 应 用 动力 学 普遍 方程 来 分 
析 这 类 质点 系 。 现 举例 说 明 旭 
下 ， 例 中 连接 各 刚体 之 间 的 逻 
心 轴承 即 属 此 列 ， 

例 3-1 图 3 一 1 一 1]1(a) 
所 示 行 星 轮 系 中 ,齿轮 上 同 
证， 由 曲柄 OO; 带动 齿轮 
了 贡 、 亚 在 图 示 水 平面 内 运动 。 
这 三 个 齿轮 都 视 为 均 质 圆 盘 ， 
质量 均 为 m1, 半径 为 x ， 曲 桥 
为 均 质 杆 ， 长 4r， 质 量 为 ww，。 各 轮 在 接触 点 只 滚 不 消 。 在 轮 心 轴承 
Oi1、Q2、OQ3 处 均 有 大 小 为 Mi 的 摩 氛 旋 后 ”现在 曲柄 上 作用 一 常 力 
偶 短 nz， 求 曲柄 的 角 加 速度 。 

解 : 此 是 可 用 多 种 方法 炒 解 ， 在 这 里 公用 动力 学 普 痪 方程 求解 。 

{1) 运动 分 析 

这 是 个 单 自 由 度 的 系统 ， 取 曲柄 口 ,O; 绕 口 ; 轴 转 动 的 转角 为 
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广 文 坐标 。 有 曲柄 O10; 转动 的 角 速 床 、 角 加 速度 用 训 、 表示 ， 均 以 
道 时 针 转 向 汶 正 呵 。 
肯 轮 工 为 平面 运动 ， 可 以 分 解 为 随同 基点 口 ; 的 平移 和 相对 口 ， 
的 转动 ， 在 图 3-1…-18b) 所 示 位 置 ， 它 与 齿轮 工 的 接触 点 尼 是 它 的 
授时 速度 中 心 ， 若 齿轮 开 在 此 本 时 的 角速度 用 wz 表示 ， 则 
Voz 二 72 (a) 
基点 口 ; 又 是 曲柄 O41O4 上 的 一 个 点 ， 它 的 速度 又 要 满足 口 ; 口 : 转动 
的 条 件 ， 即 


voz = O02 1 = 2rg9 {b) 
由 式 {ta) 和 式 (b) 解 得 
FP2 =291 ( 逆 时 和 针 ) {cy 
再 看 齿轮 看 ， 轮 心 Oy 是 曲柄 Oi1O3 上 的 一 个 点 ， 其 速度 
vo3 = OD3" Pp1= 4rF {d) 


它 与 齿轮 卫 在 接触 点 万 只 滚 不 滑 ， 于 是 ， 齿轮 古 上 吕 点 速度 等 于 具 
轮 了 上 呈 点 的 速度 ， 即 

vp= CD pa 一 2rp2 三 4rp1 Ce) 
由 式 (4dj 和 和 式 (e) 可 看 出 、 齿 轮 下 的 口 和 DD 两 点 的 速度 大小 相等 ， 方 
呵 相 网 ， 这 表明 齿轮 型 为 平移 运动 ，03 =0。 

《2) 受 力 分 析 

先 看 主动 力 。 该 系统 在 水 平面 内 运动 ， 曲 禄 、 齿 轮 的 重力 与 运动 
所 在 的 平面 与 直 ,重力 的 束 功 为 零 ， 可 以 不 通 出 来 。 主 动力 只 有 作用 
于 曲柄 OO3 上 的 常 力 但 矩 M,。 

再 看 约束 力 。 由 1.5.3 知 ， 些 轮 I、I、 下 之 间 只 滚动 无 滑动 ， 
属于 理想 约束 。 各 轮 心 轴承 是 非 理 想 约 蒜 ， 然 而 ， 如 果 将 各 轴 耿 的 靡 
控 力 矩 视 为 轮 杆 之 间 相 互 作用 的 主动 力 ， 各 轴承 仍 可 按理 想 锡 东 对 
待 ， 这 些 理想 约束 的 约束 力 在 图 3--1~1 te) 中 都 没有 于 出 来 。 雇 后 ， 
凡是 不 做 虚 功 的 力 和 力矩 ， 均 不 示 于 图 中 ， 不 表 另 述 。 

现在 来 分 析 各 轴承 摩擦 力矩 的 转向 和 大 小 。 

轴承 O,: 曲柄 O41O3 的 角速度 为 sp ( 道 时 针 }， 齿轮 械 不 动 ， 二 
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者 的 相对 角速度 为 pg， 因此 ， 在 轴 亲 口 ;! 处 ,齿轮 工 给 予 曲柄 O10， 
的 摩擦 力 窍 为 M1( 硕 时 针 )， 曲 森 O11O; 给 予 齿 轮 工 的 为 M1 道 时 
针 J。 

轴承 吕 ;,: 曲柄 OiO; 的 角速度 为 mm《 闭 时 针 )， 齿 轮 开 的 角速度 
为 pF2【( 逆 时 针 )， 且 ps =2P， 二 者 的 相对 角速度 为 82 一 5g =w， 因 
此 ， 在 轴 举 口 : 处 ,齿轮 开 给 予 曲 柄 DOi 的 摩 扩 力 矩 为 M1;( 逆 时 
轩 }， 曲 柄 OQ1Os 给 予 齿轮 本 的 为 M1( 顺 时 针 )》， 且 Mi = M1z = 
Mois 

轴承 O 〇 3; 曲柄 OOs 的 角速度 为 p( 道 时 针 )， 齿 轮 亚 平 动 ，03 
二 0， 二 者 的 相对 角速度 仍 为 pp。 在 轴承 Di 处 ,齿轮 型 给 予 曲柄 的 
摩擦 力矩 为 Mi3( 怖 时 针 }， 上 昌林 给 予 齿 轮 夺 的 为 M13( 逆 时 针 ),， 上 且 
Mis= Mi3= RMT。 

然后 看 怖 性 力 。 在 图 示 位 置 和 瞬时 ， 设 曲柄 口 ,Oa 的 角 加 速度 为 
多 ， 由 运动 分 析 知 ，pz= 一 2 ，03=0。 

曲柄 O10O3 绕 固 定 轴 〇 转动， 由 2.5.2 知 ， 它 的 惯性 力 系 向 口 ， 
简化 的 主 笑 量 、 主 矩 和 量 由 式 (2.5.19 ) 确 定 ， 即 

Ri= mab = — m2rp= ~ 2m2rg | Cf) 


Re= — maabi = ~ m2'2rp’ = ~2m2arp’ 
Mu = — Plol= -m2(4r)2p ~ -m2r?g 《 g) 
齿轮 五 为 平面 运动 ， 由 2.5.2 知 ， 它 的 惯性 力 系 向 其 质 必 ; 站 > 简 
化 的 主 矢 量 、 主 逢 矢量 由 式 (2.5.26 ) 和 式 {2.5.27 确定 ， 即 

Rea= -miab= 2mirg 
加 ， .> Ch) 

Rez = Rr 二 2mirgp 

Mz = ~ Jor wp2= -六 mai 王 则 2 = 一 更 1 (i) 


齿轮 四 为 平移 运动 ， 由 2.5.2 知 ， 它 的 惯性 力 系 向 其 质心 0 简 
Rgs= — mab= -4mirg 
a 2 .> Cj) 
g3 一 maos= 4m1rg 


101 


霜 便 说 一 下 ， 在 图 (Cc) 由， 各 惯性 力 系 主 和 天 和 主 拓 部 是 按 加 速度 、 
项 加 速度 的 正身 画 的 。 姐 果 按 加 速度 和 角 捧 速 谨 相 芭 的 方向 画 ， 慰 
么 ， 在 计算 它们 的 天 小 的 会 式 中 ， 就 不 要 和 过 以 负 导 ] 

{3) 虚 人 位移、 虚 功 、 虚 功 方 程 

此 系统 的 约束 静 是 定常 的 完整 的 是 想 约束 ， 它 的 实 位 移 旦 诸多 虚 
位 移 中 的 -一 个 (和 参见 1.4.3)， 因 此 ， 可 以 答 设 广义 坐标 的 虚 位 移 Ee 
34 节 速 度 9 问 向 ， 在 齿轮 下 中， 质心 O, 的 席位 移 Sr 与 ww; 同 向 ， 
凋 轮 廿 的 转动 虚 位 移 Bg; 与 角 右 讼 wp; 同 向 ， 咱 及 有 

唱和 > = 26¢% 

为 便于 计算 各 为 的 虚 功 ， 将 此 系统 的 万 尽 呆 能 集中 到 基 几 个 刚体 
上 集中 介 曲 柄 口 ,了 的 为 有 常 力 个 年 M;， 齿轮 TT，J、 让 给 对 
它 的 摩擦 力 第 Mi、M;、iM1;3， 曲 森 的 惯性 力主 矢量 R,、 惯 性 帮主 
年 M,， 齿 轮 卫 、， 找 的 惯 竹 力 主 矢量 Rj、K 民 ,1。 这 些 亡 村 0 办 的 邱 
为 

Mot FF) = MM M+ Ms — Mis + Fo2r+ Redritian, 
将 Ma aas=aqfi 及 上 (人 )、 式 (gg)、 此 Ch )、 式 虽 ) 代 大 上 成， 得 

moat FF = MN, - M, - CO mt 20m1) 72 9 

则 

FA, = motF.r [AT MM- (党 oa 十 3201r 人 jp (|) 


集中 到 齿轮 卫 上 的 为 有 曲 坑 给予 它 的 摩擦 力 知 M1,、 齿 轮 上 [的 
惯性 帮主 害 由， 它们 对 OQ; 的 得 为 
mostF, FY)=M,- AM 
将 M2= MI 及 碟 (1) 代 人 11. 式 ， 得 
preat FF, F)- 一 wr wm MM 
所 以 BAT moa(F, Fo)-Sgs = 2 (m) 
将 式 ( 有 和 上 引 (m) 代 大 虚 荡 方程 式 (3.1.1)， 得 
LO2 


了 
>) SAp= BAp, +24r=0， 
Li 
LM — 3 -8m2+33m) rp]3p=0 


_ 3(AT2 — 3M ) 
中 2(33m), +8m2)r’ 


3.2 虚 功 率 形 式 的 动力 学 方程 


3.2.1 虚 功 率 形式 的 动力 学 方程 


假设 革 质 点 系 由 呈 个 质点 组 成 ， 内 有 4 个 完整 约束 ,gg 个 非 完 
整 约 束 ， 在 1.4.5 中 曾经 介绍 过 和 虚 速 度 的 概念 ， 在 给 定 的 肯 时 和 位 形 
上 ， 质 点 系 的 虚 速 度 是 约束 允许 的 速度 ， 它 是 菲 时 间 参 量 的 变化 引起 
的 ， 可 以 是 有 限量 。 

设 在 任意 瞬时 ,此 质点 系 的 第 :个 质点 的 加 速度 为 a,， 想 据 达 朗 
伯 原 理 ， 在 此 瞬时 作用 在 此 质点 上 的 主动 力 F, 、 约 东 力 N, 和 只 加 的 
惯性 为 FF,, = 一 mma, 在 形式 上 组 成 一 平衡 的 社交 力 系 ， 即 

Ft+N,+F,,=0 

在 此 有 艇 时 和 相对 应 的 位 形 上 ， 纵 出 各 质点 的 虚 速 度 Ar,， 并 在 上 

式 等 导 两 删 同 时 点 冬 其 虚 速 度 Ar,， 得 第 : 个 质点 的 虚 功 率 
AP,=(F,+N,+F,,)-Ar,=0 

对 n 个 质点 都 做 这 样 的 处 理 ， 再 对 ;1 求 和 ， 得 此 质点 系 的 虚 功 

率 之 和 ， 即 


( 道 时 针 ) 


所 以 


2 AP,= FN, + Fe)- -Ar,=0 (A) 
如 果 此 质点 系 是 理想 约束 ， 由 于 起 速 度 Ar, 与 庶 位 称 Br, 一 样 ， 它 位 
于 约束 曲面 在 第 i 个 质点 所 在 位 置 的 点 的 切 平 面 内 参见 式 
{1.4.19 )， 即 
3 N,*Ar,=0 
于 是 ， 式 {A)? 可 改写 为 
103 


SAP,= > (FF,- maa):Ar,=0 (3.2.1) 
t=1 t= 1 


这 是 虚 功 率 形 式 的 动力 掌上 方程， 十 阁 入 (Jourdain P. E. B. 1 于 1908 
年 导出 的 ， 也 称 荐 丹 原理 ， 可 表述 汐 在 具有 理想 约束 的 质点 系 中 ,在 
任意 有 退 时 和 位 形 王 ， 作 用 于 各 质点 上 的 主动 力 和 和 虚 加 的 惯性 力 在 尾 一 
虑 速度 上 上 所 做 的 元 功率 之 和 和 等于零。 它 在 直角 上 坐标 中 的 分 解 形式 汐 


Ss) [ (XX, i me ) OT, + YY, ay, ) By, 二 (ZC— mz Sz, ] 一 站 


一 


(3.2.2) 
如 果 质 量 、 力 和 举 标 采用 统一 的 符号 ， 式 (3.2.2 ?可 以 改写 为 
> (KX, 一 mr Sr,=0 (3.2.3) 
分 析 刚 体 或 刚体 系 的 运动 时 ， 应 用 感 功 率 形 式 的 动力 学 方程 要 比 破 功 


形式 的 简便 些 。 
例 3-2 图 3-2-1(a) 中 ， 绞 车 口 在 常 力矩 AM 作用 下 ， 点 引 


的 质 圆 轮 C， 使 它 沿 着 斜面 向上 滚动 而 无 消 动 。 已 知 ; 斜面 的 倾角 为 
昌 ， 纺 车 的 半径 为 ~r， 质 量 为 mp， 回转 半径 为 。， 回 轮 C 的 质量 为 
xc， 半径 为 尺 ， 绳 索 的 质量 和 轴承 摩擦 的 可 忽略 不 计 。 求 此 圆 轮 中 


心 的 加 速度 ac。 


{a} 


图 3-2-1 
解 : 这 是 个 单 自由 度 的 刚体 系统 ， 所 有 约束 都 是 完整 的 理想 约 
束 ， 取 绞车 的 转角 p 为 广义 坐标 。 
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《1) 运动 分 析 与 典 速 度 

设 在 图 示 骨 时 和 位 置 上 ， 绞车 的 角速度 、 角 加 速度 为 六、#， 则 
贺 轮 中 心 C 的 束 度 和 加 速度 、 加 轮 的 角速度 和 角 吉 速度 如 图 3 一 2 一 1 
{a )}、(b ) 所 示 ， 它 们 的 大 小 分 别 为 


or 一 re, ac 二 ro (a) 
Pc= 玉 = 让 9， 9c 一 页 9 (b) 
虑 速度 则 为 
Avc=rAp, Apc= AS (ec) 
(2) 受 力 分 析 


主动 力 有 绞车 上 的 常 力 逢 M， 圆 轮 C 上 的 重力 mg， 所 有 的 约 
束 都 是 理想 约 东 。 因 此 ， 在 图 3-2-1(b》 设 有 把 约束 力 画 出 来 ， 至 
于 纺 车 和 圆 盘 的 惯性 力主 矢 、 主 矩 的 方向 在 图 中 都 画 成 与 对 应 的 如 速 
度 、 角 如 速度 的 方向 相反 ， 在 计算 它们 的 大 小 时 ， 计 算式 中 不 须 冠 以 
灸 导 了 。 靶 


Reo=0, Moo= Jop= 和 oo ‘d) 
Rc 一 CPP mere te) 
Mec= pec=0.S5moRre 【了 


《3) 誉 功率、 虚 功 率 方程 
由 式 (c ) 一 式 (f ) 可 以 计算 绞车 、 圆 轮 在 图 示 位 置 的 虚 功 率 ， 即 


APo={(M— mop gg)Ap (Cg) 
点 五 - = 人 一 mogpsing 一 Rc}Avc 十 【 一 Mc}Ape 
APc = ~ (moegrsing + 1 .Smerip)Ag (Ch) 


将 式 {g) 和 式 (h) 代 人 式 (3.2.1)， 有 


和 2 
>», AP,=0, {tM moo’g)— (mcgrsing + 1.Smcer gg) lAp =0 
i1=1 

.Mo megrsing 

mo + 1 Smor 届时 针 ，) 


将 上 式 代 入 式 ta)， 得 
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AT 一 mar sing ) 
pioo + 1 .Snicr? 


a 


3.2.2 用 动量 和 冲 量 表述 的 动力 学 方程 

在 虚 坊 府 形 式 的 动力 党 方程 蕊 {3.2.1 1) 的 基础 上 上， 稍 加 变换 ,可 
以 导出 用 动量 和 冲 量 (或 用 动量 生 和 冲 量 矩 ) 表 述 的 动力 党 方程 。 
3.2.2.1 一 般 情 形 

将 虚 功 率 形 式 的 动力 学 力 程 式 (3.2.1 ) 中 的 括号 部 分 取出 来 ， 乘 
以 dit, 在 + 黎 1+z 区 间 内 积分 ， 即 


| CF,- ma,)dr = | Fdt 一 | dt pn, 下 一 一 
其 中 


S = | Eq (3.2.4) 

古 作 用 于 第 ， 个 质点 上 的 主动 碰撞 力 的 溃 量 。 虚 速度 Ar, 改 用 Au 表 
2 ， 式 (3.2.1 ) 可 改写 为 

> Ts -tu wu,=0 (3.2.5) 


这 是 用 动量 和 冲 量 点 述 的 动 为 池 方 程 ， 可 用 于 碰撞 问题 。 在 磁 撞 中 ， 
一 般 的 主动 碰 擅 力 都 很 大 ， 作 用 的 时 间 + 很 小 ， 仅 为 于 分 之 几 秒 
( 训 秒 的 量 级 )， 在 这 样 短 的 时 间 里 ， 质 点 系 各 质点 的 位 置 可 以 认为 没 
有 变动 ， 即 位移 为 替 ， 但 其 连 度 的 变化 却 不 为 寺 ， 是 有 限量 的 变化 。 
这 征 在 碰撞 问题 中 用 嵌 速 度 Au, 比 用 虚 位 称 8r, 优 醋 的 地 方 。 

在 虚 速 度 应 满足 的 约 吕 方程 式 (1.4.16 ) 中 ， 系 数 四 是 时 间 和 位 
形 坐 标的 图 数 ， 在 碰撞 问题 中 ， 时 间 变 更 z 很 小 ， 在 时 间 上: 蛮 至 + + 
rt 这 和 毁 时 间 间 隔 中 ， 将 系数 里 , 视 为 朋 时 : 的 矢量 ， 不 会 带 来 明显 的 
误 共 ， 这 样 ， 在 碰撞 过 程 中 ， 系 数 更 ,可 视 为 常量 。 
3.2.2.2 特 动 的 情形 

设 茶 原点 系 绕 固定 点 O 转动， 虚 速 度 Ar 与 虚 和 角速度 Am 有 如 下 
关系 
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AF 一 从 个 X F， (3.2.6) 
代 人 人 式 (3.2.1) 得 


SF- ma) (hw Xr)=0 (二) 
应 用 矢 基 混 人 台 积 的 运算 规则 
好 下) 一 
式 ( 态 ) 中 和 拓 量 混合 积 可 以 改写 为 
(Fm Am Xr)}=AmIr, X(tF,~ m,a,)l] (B) 
由 式 (2.5.7 ) 知 
Fr, 【一 md,)= -和 (Cr xm 机)= -ELo, (CO) 
YY 
玉 ， <xF= me ¢F,) 《六 
将 式 { 忆 一式 (DD ) 民 人 人 式 ({AA)}， 得 
2 [mo(F.) ~- FLo lAw=0 {3.2.7) 


仿照 一 般 情形 的 做 法 ,将 式 (3.2.7 ?中 的 括号 前 分 取出 来 ， 乘 以 
df， 在 时 间 上 至 上 +r 区 间 内 积分 ， 将 碰撞 冲 量 5, 对 固定 点 口 之 矩 称 
为 冲 量 怎 ， 用 mo (38. ) 表示 ， 即 


mu(0S )= | mo ,Yds (3.2.8) 
那 各 ， 式 人 (3.2.7 11) 可 以 朴 写 为 


用 


> [motSs,)— (Lo ~ Io)}l:Am=0 {3.2.0) 


式 中 的 1o,、Lo, 汶 碰撞 前 、 后 第 : 个 质点 对 定点 口 的 动量 和 矩 ， 这 是 
用 动 喇 夭 和 冲 量 短 表述 的 动力 学 方程 。 

如 果 基 质点 是 相对 其 质心 CC 的 转动 ， 辐 样 也 可 以 导出 类 和 似 于 式 
(3.2.9) 的 动力 学 方程 ， 只 须 将 式 (3.2.9) 中 的 下 标 “O 〇 ”改写 为 下 标 
“已 ”"， 即 


>， [Cme(s,)- (Le - lo)]'Awm =0 (3.2.10) 
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式 中 ic、Lc 人 分 别 为 碰撞 前 、 后 第 ; 个 质点 对 其 质心 C 的 动量 矩 ， 
mctS,) 则 是 碰撞 冲 其 S 对 质心 的 冲 二 算 。 

如 果 质 点 系 是 绕 定 轴 转 动 的 刚体 系 或 绕 通 过 各 自 质 心 某 轴 转动 的 
刚体 系 ， 式 (3.2.9) 和 式 {3.2.10) 可 以 改写 为 


> (mts) 一 Jo (3.2.11) 
>) [mc (tS) — Jelw’,— ww)j:Aw’ =0 (3.2.12) 


式 中 J、.fc 为 第 i 个 刚体 绕 z 轴 、 绕 通过 质心 局 的 z 轴 的 转动 惯量 ， 
ww 、 蝗 ,为 此 刚体 碰 擅 前、 后 的 角速度 。 
3.2.2.3 平面 运动 的 情形 
设 某 刚 扶 系 作 平面 运动 ， 可 以 将 式 (3.2.1 ) 中 的 求 和 项 分 成 两 部 
分 来 化 简 。 一 部 分 为 各 刚 仁 随同 各 自 质 心 C, 的 平 动 ， 推 导出 类 似 于 
式 (3.2.5 ) 的 结果 ; 另 一 部 分 为 各 刚体 相对 其 质心 C, 的 转动 ， 推 导 
出 式 3.2,12) 的 结果 ， 即 有 
2 [CS,— m, (uc — vo) Auc + 
[mc lS) — fetew,—w)]Aw’, =0 (3.2.13) 
式 中 台 c、wc 为 碰 擅 前 、 后 第 i 个 刚体 质心 C, 的 速度 ，Awp ,及 Auc 
则 为 给 定 的 瞬时 和 位 形 上 第 ; 个 刚体 的 虚 角 速度 、 其 质 交 、 C, 的 虚 速 
度 。 
例 3-3 图 3--2-2 (a) 中 ,上 质量 为 mx 、 边 长 为 5 的 正方 块 以 速 
度 m 1 平 称 下落 ， 其 角 A 与 凸 绿 B 相 撞 ， 假 设 前 4 配 凸 缘 瑟 之 间 的 
碰 擅 是 完全 弹性 碰 描 ， 求 此 方块 碰撞 后 的 角速度 和 质心 的 速度 。 
解 : 这 是 一 个 平面 运动 自由 刚体 的 碰撞 问题 ， 有 三 个 自由 度 ， 选 
质心 CC 的 你 标 xc、wye 及 相对 质心 吕 的 转角 为 广 立 誉 标 。 
(1) 应 用 恢复 系数 计算 方 殷 角 A 碰撞 后 的 速度 
已 知 方块 衣 A 碰撞 前 的 速度 
var = 人 0， Uay— — UL (a) 
如 图 3-2-2 (b) 所 示 ， 凸 绿 B 碰撞 前 、 后 的 速度 均 为 零 ， 即 
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Vir 一 UBy 一 WBr 一 ay = 0 (hb) 


tay th)} 


图 3:- 之 一 2 
将 式 〈a) 和 式 (b) 及 = 上 ,=1 代 人 恢复 系数 公式 


AMBe 一 az A 
TAr™ UB TAy UBy 
解 得 
Har 一 人 站， ray 一 mt 向上) (cy 
2》 运动 分 析 


正方 抉 在 碰 掩 前 是 平行 称 动 ， 其 质心 C 的 速度 及 线 忆 转动 的 谣 
速度 
ucr = ， acy 一 一 mi w=0 (d) 
碰 擅 后 是 平西 运动 。 设 其 质心 C 的 速度 及 绕 C 转动 的 角速度 为 
Me 、acy 爱 中 ， 如 图 3-2-2(c) 所 示 。 以 质心 C 为 基点 ， 计 算 角 各 
的 速度 ， 姬 图 3-2-2(d) 所 示 ， 有 


Ar = er t+ vacsinds" 
HaAy™— Woy™ ns (©) 
其 中 
vac = 0.$ v2 be 《了 
将 式 {c ) 和 式 (f ) 代 入 式 (e )， 解 得 
rr 一 —0.5bw’ ucy = vit+0.Séw" (g2 


起 (gg ) 对 w' 求 一 阶 等 时 半分 ， 得 虚 角 速度 Aw 及 质心 CC 的 虚 速 
度 
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上 Aprv = — 0.S5hpAw’, Nu = +O. Sb (h} 
(3) 受 力 分 析 
在 碰撞 过 程 中 ， 方 鼎 的 重力 是 非 磁 撞 力 ， 可 和 折 略 不 计 ， 方块 谣 
4 葵 受 碰撞 力 ， 它 所 对 应 的 碰撞 冲 量 S,、S, 如 图 (c ) 所 示 。 
(4) 建立 磁 撞 过 程 的 动力 学 方程 
本 例题 为 一 个 刚性 的 平面 运动 ， 世 (3.2.13 ) 可 简写 为 
fs， 一 {ue 一 Per ) | Ar, 十 is, 一 mt ure, 一 vey) JAuc, 
+ [met SD) Jlw’ —w)]Aw’ = 人 0 


将 式 (d)、 式 (g)、 式 (h) 及 jc= 二 mb2 代入 上 式 ， 得 


| 


[Ss m( -bw 0]( -oA )+ | SS 一 ml w+ 


一 (一 zj x 二 5aAd: 十 36S 一 S,) 一 E mw’ au =0 


即 
(3 -201) XBFm5Aw’=0 
由 
一 $b — 20 二 0 

解 得 

3 

w 二 “有 顺 时 针 ) 

代入 式 《g)， 解 得 

ucs 一 了 ol 《 阿 右 》 

cv 一 村 《了 呵 上 》 


3.3 高 斯 形式 的 动力 学 方程 
为 了 导出 高 斯 形式 的 动力 学 方程 ， 先 介绍 赴 加 速度 的 概念 。 
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3.3.1 点 加 速度 


3.3.1.1 加 速度 的 约束 方程 

假设 茶 质 点 系 由 2 个 质点 组 成 ， 内 有 9 个 完整 约束 ，gg 个 非 完 
整 约 束 ， 这 些 约 束 可 以 表述 为 统一 的 线性 一 阶 微 分 约束 方程 的 矢量 形 
式 ( 式 (1 .1.20)) 和 举 标 分 和 解 形 式 ( 式 (1.1.21))。 为 方便 起 见 ， 这 里 选 
用 坐 标 分解 形 式 ， 并 将 各 质点 的 坐标 采用 统一 的 符号 ， 于 是 式 
C1.1.21 可 以 改写 为 


> Apdx, + Agdt =0 ‘B=1,2," ,d+g) (3.3.1) 


Fr 一 上 


式 中 的 系数 4Aw 、As 都 是 时 间 * 和 各 质点 位 形 坐 标 r, 的 函数 。 等 号 
两 侧 同 时 除 以 d:， 得 


Api,+ Ag=0 (B=1,2,°…,d+g) (3.3.2) 


这 些 约束 方程 不 仅 限制 各 质点 在 给 定 肯 时 和 位 形 上 的 微小 位 移 和 速 
度 ， 而 且 对 各 质点 的 加 速度 也 有 相应 的 限制 。 为 了 了 解 对 于 加 速度 的 
具体 限制 形式 ,将 式 (3.3.2) 对 时 间 求 一 阶 全 导数 ， 即 


> Apz, + ( Be, + Ys) + HD a ,+ 28) =0 


即 > Aor+ 六 ez, et Sa 
(B=1,2,."… ,d+g) (3.3.3) 
这 是 质点 系 的 加 速度 约束 方程 。 
3.3.1.2 实 加 速度 
质点 系 在 其 真实 的 运动 中 ， 在 给 定 的 瞬时 和 位 形 上 ， 各 质点 的 加 
速度 称 为 实 加 这 度 ， 用 r 或 z, 表示 。 实 般 速 度 既 要 满足 此 质点 系 的 
运动 微分 方程 和 运动 的 初始 条 件 ， 又 要 满足 此 质点 系 的 加 速度 约束 方 
程式 (3.3.3 )。 
3.3.1.3 可 能 加 球 度 
质点 系 在 其 可 能 的 运动 中 ， 在 给 定 的 瞬时 和 位 形 上 ， 各 质点 的 加 
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速度 称 为 可 能 加 速度 用 站 成 ，” 表示。 可 能 加 速度 要 满足 此 质点 
系 的 让 速度 的 约束 方程 ， 此 产程 与 式 (3.3.3 ) 类 后 ， 只 再 将 式 中 的 其 
速度 、 速 度 改 为 可 能 加 速度 、 可 能 速度 即 可 ， 印 
> 
(B—1,.2,",d+g) (3.3.4) 
由 于 这 种 约束 方程 的 方程 数 自 恒 少 于 加 迷 度 分 量 的 数 日 。 因 此 ， 
该 质点 系 的 可 能 加 速度 有 很 多 纪 . 
3.3.].4 虑 加 过 度 
从 打 一 瞬时 、 阿 一 状态 (包括 位 形 和 和 速度) 出 发 ， 给 者 质点 系 相 邻 
任意 两 组 可 能 加 速度 rz 、52”。7yr” 应 满足 的 约束 方程 为 式 
(3.3.4)1，2，” 吊 为 
> Apri “+ > > er 十 > ai» + > Ee + S80 
{B=1,.2, ,d+g) (A) 
在 式 (3.3.4) 和 和 式 (AA) 中 ,由 于 二 者 的 时 间 、 各 质点 的 位 置 和 速度 均 
相同 ， 它 们 对 应 项 的 系数 相隔， 于 是 二 式 之 善 
> Agtrr 一 工 “一 自 
到 : 
2 ApAr, =0 (B=1,2, ,d+g) (3.3.5) 
其 中 
rT {33.3.6 
称 为 此 质点 系 第 ~ 个 坐标 所 对 应 的 虚 加 速度 分 量 (r = 1,2,…,3n)。 
如 果 Ar, 是 第 1 个 质点 的 虚 加 速度 Ar 在 > 坐标 上 的 分 量 (yr=1,2， 
… 3)， 则 有 
Ar, = MATi+Ar, ij + Ar, 页 【3.3.7) 
以 王 请 式 电 的 “4A” 我 表 有 限 变更 ， 表 明 虚 如 速度 可 以 是 有 上 限量， 至 
此 ， 可 以 给 虚 加 速度 一 个 比较 完整 的 定义 ; 在 同一 瞬时 ， 质 点 系 中 的 
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各 质点 从 同 - :状态 出 发 的 可 能 如 右 度 的 变更 ， 称 为 该 质点 系 的 虚 加 速 
度 ， 也 称 为 高 斯 【Gauss) 变更 。 
式 (3.3.5) 是 大 加 速度 分 量 Ax, 的 约束 方程 ， 由 此 可 以 写 出 与 


之 对 应 的 虚 加 速度 Ar, 的 约束 方程 


>) sa -Ar, 一 站 (B=1,2,.°" ,d+g) (3.3.8) 


比较 质点 系 的 碟 加 速度 约束 方程 式 (3.3.8 )、 虚 位 称 约 束 方程 式 
(1.4.9 )、 开 速度 约束 方程 式 (1.4.16 ) 可 以 看 出 ， 它 们 有 相同 的 形 
式 ， 只 要 把 式 (1.4.9 ) 中 的 虚 位 移 5r,、 式 (1.4.16 ) 中 的 虚 速 度 Ar， 
改 为 虚 加 速度 Ar ， 就 是 虚 加 速度 约 东 方程 。 

与 虚 位 称 、 瓦 速度 作 一 比较 ， 虚 加 速度 有 如 下 性 质 : 中 质点 系 各 
质点 的 虚 各 速度 是 非 时 间 参 量 引起 的 ， 可 以 视 为 质点 系 在 给 定 的 瞬时 
和 位 形 上 ， 将 时 间 和 约束 “上 凝固” 后， 各 质点 保持 原 有 的 位 置 和 速度 
( 即 状 态 ) 时 .各 质点 为 约束 所 允许 的 加 速度 ; 加 比较 式 (3.3.5} 和 式 
(3.3.4) 可 看 出 ,在 一 般 情 部 下 ， 质 点 系 各 质点 的 虚 加 速度 不 能 视 为 
可 能 发 生 却 尚未 发 生 的 可 能 加 速度 ; 二 以 沿 非 定常 约束 上 昌 面 运动 的 质 
上 不 为 例 ， 在 给 定 朋 时 将 时 间 和 约束 “凝固 ”后 ， 此 质点 不 再 有 牵连 运 
动 、 相 对 运动 的 速度 保持 不 变 ， 在 此 状态 下 ,上 质点 在 可 能 运动 中 的 率 
连 加 速度 、 科 氏 加 速度 和 可 对 的 法 向 加 速度 或 为 零 ， 或 保持 不 变 ， 因 
此 ,质点 的 虚 加 速度 也 就 是 此 质点 相对 于 被 “凝固 ”的 约束 曲面 的 切 
阿 如 速度 的 变更 。 这 表明 ， 与 虚 位 移 、 虚 速度 一 样 ， 虚 加 速度 位 于 被 
族 男 ”的 约束 曲面 在 此 质点 所 在 位 置 的 切 平面 内 ， 如 果 被 “凝固 " 
的 约束 曲面 在 质点 所 在 位 置 处 的 单位 法 向 矢量 用 m 表示 ， 则 有 

nAr=0 (3.3.9) 


3.3.2 高 斯 形式 的 动力 学 方程 


假设 菜 帮 点 系 由 n 个 质点 组 成 ， 内 有 4 个 完整 约束 、g 个 非 完 
整 约束 ， 按 照 3.2.1 推导 虚 功 率 形式 的 动力 学 方程 的 方法 ， 可 以 得 到 


下 述 方 程 
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(PN + Fo) -Ar =0 (B) 
由 式 (3.3.9) 知 ， 质点 系 各 质点 的 虚 加 速度 与 被 “ 效 关 ”约束 曲面 的 
法 向 垂直 {在 切 平面 内 }， 就 是 说 各 质点 的 虚 加 速度 Ar, 是 敢 直 于 各 
自 质 点 所 受 的 约束 力 N,， 于 是 


SN,*Ar,=0 (3.3.10) 
将 式 (3.3.10) 代 和信 式 (B}， 得 
> CF, ~ ma,) "Ar, = (3.3.11) 


这 是 高 斯 形式 的 动力 学 方程 。 它 基 高 斯 (Gauss C.F.) 于 1829 年 导出 


的 。 
比较 式 (3.1.1)、 式 (3.2.1) 和 式 {3.3.11 7 可 以 看 出 ， 在 一 阶 线 


性 约束 的 情况 下 ， 动 力学 方程 的 三 种 基本 形式 除了 元 素 符 号 的 区 别 以 
外 ， 是 完全 一 致 的 。 

高 斯 形式 药 动 力 掌 方程 的 明显 斋 点 是 ， 可 以 用 它 导 出 高 斯 原理 和 
阿 涉 尔 方程 ， 这 里 不 再 举例 说 明 。 

村 是 

3-1 平台 N 由 等 长 而 且 生 和 行 的 均 质 杆 AB CD 支持 ,如 是 
3 一 1 图 所 示 。 平台 上 有 一 方块 如， 设 AB，、 
CD、M 及 N 的 质量 相等 。 试 求 从 图 示 位 置 
开始 运动 时 MM 的 加 速度 。 邮 与 六 之 间 设 有 
柏 叶 滑动 。 

3 一 2 在 题 3-1 中 如 果 不 计 各 部 分 的 磋 
掠 ， 试 求 共 图 示人 位置 开始 运动 时 M 的 加 速 
度 。 

题 3_1 图 3-3 两 重 物 P=20 kN,， QQ=8kN，, 连 
接 如 是 3 一 3 图 所 示 ， 并 由 电动 机 有 A 卸 动 。 
如 电动 机 转子 所 带动 的 强 的 张力 为 3 kN， 不 计 滑 轮 重 ， 试 求 重 物 已 
的 加 速度 和 强 FPD 的 张力 。 
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3 一 4 长 度 为 百 的 AD 杆 以 角速度 wm 统 铅 直 轴 OE 信 速 转动 帮 
一 长 度 为 上 的 4B 三 用 和 锐 链 与 AD 丁 连 结 ， 它 的 产 端 固 结 一 个 重 基 为 
P 的 小 球 ， 球 与 弹 血 BC 相连 ， 弹 咎 的 C 端 系 一 光滑 贺 环 ， 能 沿 OF 
轴 滑 动 { 题 3 一 4 图),。 已 知 弹 得 的 劲 度 系 数 为 上 且 当 a=0 人 时 ， 弹 
筑 无 变形 ，AD 杆 、AB 丁 和 图 环 的 质量 均 可 忽 格 不 计 ， 试 求 角 速度 
与 六 BB 杆 对 铝 直 线 的 偏 角 a 之 间 的 关系 。 


题 3--3 周 


题 3 一 4 图 
3-S5 半径 为 r 的 薄 壁 回 管 沿 棱 柱 体 的 斜面 无 滑动 地 滚动 。 此 
柱 体 义 以 色 加 速度 a 沿 水 平面 平 动 ， 如 题 3 一 5 图 所 示 。 已 知 斜 面 与 
水 平面 的 倾角 为 ,不 计 渡 动 摩 所 ， 试 求 : (1》 圆 管 的 角 加 速度 ; 


(2) 圆 管 与 楼 柱 体 和 斜面 之 间 的 滑动 摩擦 系数 的 最 小 值 ; {3) 圆 管 向 上 
运动 的 条 件 。 


题 3 一 5 图 


lls 


3-6 均 质 杆 AB 长 1m， 质 量 为 10 kg， 一 病 锭 接 于 固定 点 入， 
劝 一 端 贸 接 于 直径 为 0.5 m、 质 量 为 20 kg 的 均 质 薄 阀 从 的 BB 感 。8B 
与 圆 盘 中 心 避 相距 0.23 m。 若 在 圆 盘 上 施加 力 便 M=15MNm， 试 求 
此 瞬时 杆 45 和 圆 表 的 钊 加 速度 《 题 3-5 图 )。 

3~7 了 在 铝 直 平面 内 运动 的 四 连 村 机构 中 ， 均 质 杆 AB、BC 和 
CD 的 质量 分 别 为 4 kg、3 kg 和 6 kg。 在 题 3 一 7 图 所 示 有 瞬时 ， 主动 
杆 AB 的 角速度 和 角 如 速度 分 别 为 ml=2 rad/s，e| 二 3 rad/s*， 试 求 
此 时 支 座 万 的 约束 力 。 

3-8 题 3-8 图 所 示 滑 轮 系 统 中 ， 动 滑 办 上 是 挂 重 量 为 40 NN 的 
物 块 C， 绳 子 两 端 分 别 跨 过 定 清 轮 后 ， 基 挂 重量 为 20 N 的 物 块 4 和 
重量 为 30 N 的 物 块 品 。 强 和 滑轮 的 重量 以 及 摩擦 均 可 不 计 ， 试 求 此 
三 物 块 的 加 速度 。 


|: te 


是 3 一 7 轿 题 3 一 8 图 


3~9 平行 四 连 杆 机构 ABCD 由 三 根 相 同 的 均 盾 标 组 成 ， 杆 的 
质量 和 长 度 分 别 用 mr 和 /上 表示 。 在 题 3-98 图 所 示 静 止 状态 下 ， 有 一 
水 平 冲 量 $ 作用 于 锐 链 下 上 ， 试 求 此 时 各 本 的 角速度 。 

3 一 10 在 上 题 中 ， 水 平 冲 贡 8 应 作用 在 AB 杆 上 何 姓 时 ， 支 座 
4 的 碰 挤 溃 量 等 于 零 ? 并 求 此 时 支 座 C 的 磁 擅 冲 量 。 

3 一 11 长 为 上 的 均 质 杆 AB 水 平地 落 到 支点 娓 上 上， 如 题 3-11 
图 所 示 。 设 杆 在 到 所 前 的 速度 为 和 ， 杆 与 支点 之 间 揭 恢复 系数 为 
0.5。 求 : (1) 碰撞 和 车 此 杆 的 角速度 及 其 质心 的 速度 ; (2) 杆 所 受 的 
素 擅 冲 量 ; (3) 于 挤 时 动能 的 损失 。 
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右 3 一 9 图 是 3 一 11 图 
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镶 二 角力 子 的 变 分 原理 


力学 中 的 基本 原理 ， 是 指 力 学 中 最 基本 最 普遍 的 规律 ， 它 是 在 人 
类 反复 实践 与 深入 认识 自然 界 客观 规律 的 过 程 中 建立 超 来 的 。 原 理 本 
身 是 不 需要 数学 推 证 的 ， 它 的 正确 性 可 通过 由 它 推导 出 的 定理 和 方程 
对 某 一 目 然 现象 的 预测 与 实际 观测 的 比较 来 得 到 证 实 。 从 这 一 点 来 说 
它 与 基本 定律 是 相同 的 。 一 般 来 说 ， 原 理 所 揭 示 出 来 事物 的 本 质 联 系 
往往 要 比 基 本 定律 更 为 深刻 ， 更 为 普遍 。 对 一 门 学 科 来 说 ， 原 理 具 有 
高 度 福 括 性 ， 学 科 中 的 所 有 定理 及 方程 都 可 以 由 它 推演 出 来 ， 因 此 它 
对 一 门 学 科 的 所 有 命题 起 到 了 统一 的 作用 。 可 以 说 一 门 学 科 的 系统 性 
与 严密 性 及 其 对 客观 世界 反映 的 深入 程度 ， 可 从 该 学 科 的 基本 原理 
的 惕 遍 性 与 概括 深度 来 说 明 。 

力学 原理 从 数学 表达 的 形式 上 上， 可 以 分 为 不 变 分 原理 和 变 分 原理 
两 大 类 ， 每 类 又 可 以 分 为 微分 形式 和 积分 形式 两 种 。 

不 变 分 原理 是 反映 系统 真实 运动 的 普遍 规律 。 如 果 原 理 本 身 只 说 
明 某 一 朋 时 系统 的 运动 规律 ， 称 为 微分 原理 。 例 如 ， 牛 顿 第 二 定律 、 
达 朗 人 原理 就 是 属于 微分 原理 。 如 果 原 理 能 够 说 明 一 有 限 的 运动 过 
程 ， 则 称 为 积分 原理 。 例 如 ， 能 量 守 恒定 律 。 

变 分 原理 则 不 同 ， 它 只 是 提供 一 种 准则 ， 根 据 这 种 准则 ， 可 以 把 
系统 的 真实 运动 与 约束 所 允许 的 一 急 可 能 运动 区 别 开 来 ， 从 而 可 以 找 
到 系统 的 真实 运动 。 如 果 准 则 是 对 于 某 一 朋 时 而 言 的 ， 则 称 为 微分 形 
式 的 变 分 原理 。 如 果 准 则 是 对 于 一 有 限 过 程 而 言 的 ， 则 称 为 积分 形式 
的 变 分 原理 。 例 如 ， 动 力学 普遍 方程 和 高 斯 最 小 拘束 原理 都 是 微分 形 
式 的 变 分 原理 ; 哈密 顿 原理 是 积分 形式 的 变 分 原理 。 但 有 的 变 分 原 
理 ， 始 具有 微分 形式 又 具有 积分 形式 , 例如， 赫兹 最 小 曲率 原 
理 。 
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第 4 章 商 斯 最 小 折 束 原理 
4.1 高 斯 最 小 拘束 原理 


1829 年 数学 家 商 斯 导出 了 是 小 拘束 原理 : 在 理想 约束 和 条件 下 ， 
系 撤 在 某 瞬 时 ， 真 实 运动 与 位 置 、 速 度 、 约 和 茧 条件 均 相 局 ， 但 加 速度 
不 同 的 可 能 运动 相 比 较 ， 其 真实 运动 应 使 “拘束 ”2Z 取 要 小 值 ， 即 


二 0 {4.1.1) 
高 斯 将 系统 的 斤 柬 定义 为 
二 2 去 mr (es —> {4.1.2) 
式 中 sm, 为 系统 中 质点 的 质量 ， 五 和 a 分别 为 必用 在 质点 上 的 主动 
力 和 质点 加 速度 。 


证 ; 设 是 真实 运动 的 加 速度 ,7, + 57, 是 约束 容许 下 可 能 加 速 
度 ， 则 “拘束 ”的 变化 为 
AZ -十 > LF, mF + BJ LF, — m, (+88,)] 
《下 一 mi) (CF, - mi,)| 
= 六 > 圭 me Br) rR ~ mr) ,07,)]— 
Cp ai) i) 
= 3 fm? C87) 87) 2m.(F, rm) BF 


AZ= 翅 m BF (87) > CF, 一 mm BF, 


但 最 后 一 项 由 高 斯 形式 的 动力 学 方程 可 知己 等 于 堆 ， 因此 ， 当 sr, 天 0 
时 ， 有 
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1 A ~ 2 1 3 2 1.3 
AZ 一 2 m{8r,)” = 地 2 nm,(S8a,}>0 (4.1.3) 


上 式 表 明 约 束 容许 下 的 可 能 运动 与 真实 运动 之 差 总 是 取 正 值 ， 即 真实 
运动 使 “ 指 束 ” 取 极 小 和信。 和 伟 得 指出 的 有 是， 在 高 斯 原理 中 的 可 能 运动 
是 通过 改变 有 瞬时? 的 加 速度 得 到 的 。 诗 于 肯 时 上 的 坐标 及 速度 则 被 认 
为 是 不 变 的 。 这 种 特殊 条 件 下 的 变 分 称 为 高 斯 加 速度 变 分 。 


4.2 拘束 的 物理 意义 


高 斯 最 小 拘 东 原理 中 的 拘束 的 物理 意义 可 以 作 如 下 解释 。 
设 一 质量 为 mm 的 质点 在 某 一 瞬时 + 位 于 
斥 扣 ， 速 度 为 mw ， 主 动力 为 中， 约束 力 为 N。 
假想 质点 作 不 受 约束 的 自由 运动 ， 其 加 速度 


N 只 由 主动 力 FF 单独 引起 。 经 一 微小 时 间 向 媚 

图 4 2 At， 质点 从 A 运动 到 记 ， 如 图 4-2-1 所 
示 ， 册 有 

BAB=v At+ 方 ( 王 )(At)? (4.2.1) 


当 有 约束 存在 时 ， 在 主动 力 和 约束 力 N 共同 作用 下 ,引起 质点 的 
加 速度 为 a， 经 过 Ar 时 间 ， 质 点 洛 约 东 曲面 的 切 平面 从 A 运动 到 
C， 怒 了 攻 4 一 2 一 1 所 示 ， 有 


AC= At+ 才 a(At) {4.2.2) 


将 式 (4.2.1) 和 式 (4.2.2 ) 相 减 ， 计 算 质 点 的 实际 运动 与 假想 的 自由 
运动 的 位 移 人 篇 差 ， 得 到 


B= AC- AB= F(a -EAsY (4.2.3) 


显然 这 一 偏离 是 由 于 约束 引起 的 ， 上 式 中 的 (a - 三) 可 以 看 作 是 约束 
对 质点 运动 施加 约束 作用 的 度量 。 高 斯 定义 质点 系 的 “ 指 束 ”为 
Z= > ma -各 
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将 上 式 与 式 (4.2.3 ) 比 较 ， 可 知 (a, - 天) 项 是 约束 作用 大 小 的 度量 ， 
了 欧 其 平方 即 为 模 的 大 小 ， 并 用 质点 质量 加 权 。 由 此 “拘束 ”的 物理 意 
义 可 理解 为 是 系统 运动 偏离 自由 运动 的 度量 也 是 约束 作用 大 小 的 度 
景 。 
侠 4 一 1 应 用 高 斯 最 小 掏 束 原理 推导 单 扔 的 运动 微分 方程。 
解 : 没 所 长 为 :质点 的 质量 为 mw (图 4-2-2)， 质 点 的 拘束 
为 


ed = 1,(a — ?2 
2 nr 


一 方 mm(LBr+ 02m ~ g)* 
一 > [Lier + 1028 + gsindr + gcostn ]* 


= [+ gsng) r+ C202 + geost) nn] 


2Z=[(E 十 gn) 十 ( 78 + gcosd ):] 


对 拘束 Z 取 变 分 并 令 其 为 零 , 注 意 到 变 分 为 高 斯 变 分 ,于 是 
Z = 本 《人 3 +28gsng + 与 站 无 关 的 项 ) 


38Z = 2020 +21gsnd)86 
根 指 高 斯 最 小 拘束 原理 , 令 8Z =0, 得 到 单 摆 的 运动 微分 方程 


8 + sng 二 必 


例 4-2 试用 高 斯 最 小 拘 东 原理 推导 刚体 绕 定 办 转动 微分 方程 。 
{图 4 一 2 一 3) 
解 : 设 刚 体 上 任 一 质点 的 质量 为 m,, 其 与 转轴 之 距 汶 r ,加 速 
度 
d=EXr+tomx(oxr) 
其 中 


E 二 eK， 二 wk， 六 二 yt 大 
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| mg 


图 4- 2 一 2 图 4 一 2 一 3 


. E, F, 
Z = > a, a, 一 


4 一 上 1 


= 让 m le xr t+wmx(oxn)- LF][sxr +wx (wxr)- LF] 
rt, ni, 


= PD Fm exr) (exr)t Dm (exr) [ex (wxr,)] 
? 1 1 1 

一 > exr,:F.— ox{tmxr)-F, 
1 一 上 t=1 


+ DD mlox(toxr)) [ox (oxe)]+ >) 3 FF, 


Z= 寺 > max) (exr)t mlaxr) [ox (wx)] 


-D1 (sxr)-F +( 与 8 无 闫 的 项 ) (a) 
式 (a) 等 号 右 侧 的 第 一、 二 、 三 项 分 别 可 化 和 障 为 
记 D>) mexr):(exr) 


= Dm pk Cit yt a [gk x (Crit yt eg) 
1--1 
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= 方 >» mp Cr 四 (rj 一 Yi) 


1 


3 VN) pr? + yi) 
; ~ mm (BX) (gx) = tb) 
由 壬 量 混 合 积 的 关系 
atbhxe})= bicxa)-c'(axb) (Cc) 
ax{tpxc)=bhica) -ctab) Cd) 


~ mex rr[ox (mxr,)] 
[ 


“1 _ 
= > m{(eEXri:Lom(lowr) -rtm:wm)] 
4 1 
“, 
二 >, Pi Xr (we, — rw ) 
1! 上 | 


“3 _ 
六， Wa (EXr er r(xr,)})| 
1 | 


了 


了 一 
二 > Wir (mx ey- ow 6°{r Xr,)) 
1 


oxXED, rxr,=0 


HH 


“， mt{exr)l@x(twxr)]=0 (ey 


r 1 


>) (axr,)*F, = > Sr, XE,)= Ee: > rE 
| ， 1 7 | 


于 


“ 人， mntF.,) 


= qk :| 之 nt i+ >, mF Ft+ 3 mF Kk | 


r 1! 1 1 
“> (exr)F=g dh, mlE,) 《了 


将 式 ib)、 式 (e) 和 式 ( 人 ) 代 入 氏 (a) ， 得 
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z = 二 Jpz+0-9 5 mn.(F,)+( 与 9 无 关 的 项 ) 


GZ 一 Jp 一 > mr(F,) 
根据 高 斯 定理 ,8#Z=0， 于 是 得 到 刚体 经 定 轴 转动 的 德 分 方程 


JP = DD) me(F,) 


r=1 
习 题 
4 一 1 试 证 明 必 平面 运动 刚 栖 的 拘束 为 


ZFmattF le ac Fs:Mct+ 0 


其 中 mx 为 刚体 的 质量 ，E 和 ac 分 别 为 阶 体 的 角 加 速度 和 质心 加 速 
讼 ，F 和 Mc 分 别 为 作用 于 刚体 的 主动 力主 和 朱 和 向 质心 简化 的 主 矩 ， 
省 略 号 表示 与 加 速度 无 关 的 项 。 

4 一 2 如 题 4 一 2 图 所 示 ， 质 量 分 别 为 加: 和 m2 ( 设 m1 六 > wy) 
两 物 据 用 一 个 可 伸 长 的 乘 绳 连结 ， 柔 绳 路 在 林 计 质量 的 定 滑 办 上 ， 滑 
轮 与 轴承 口 之 间 的 摩擦 可 以 忽略 ,试用 高 斯 原理 求 两 物 块 的 加 速度 。 


圳 4-2 图 是 4-3 图 
4 一 3 一 半径 为 ~ 的 小 圆柱 体 ， 在 半径 为 R 的 固定 大 立柱 管内 
元 疹 动 地 涂 动 ， 如题 4-3 图 所 示 。 试 用 商 斯 厚 理 求 运 动 微分 方程 以 
及 圆柱 质心 切身 加 速度 。 
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第 5 章 哈密 顿 原 理 
5.1 了 哗 密 顿 原 理 


哈密 顿 原理 是 著 人 省 的 力学 积分 原理 之 一 。 哈 寄 顿 原理 给 出 了 从 所 
有 可 能 运动 中 找 出 真实 运动 的 一 个 准则 。 下 和 而 从 动力 学 方程 的 第 一 种 
基本 形式 一 -- 动 力学 普遍 方程 出 发 ， 来 推导 哈密 地 原 理 。 

动力 学 普 山 方 称 。 

> (CF ~ nr, }:Br,=0 ‘(5.1.1) 

实际 上 是 属于 微分 的 变 分 原理 。 它 指出 ， 在 真实 运动 的 每 一 姐 时 ， 作 
用 在 力学 系统 上 的 主动 力 及 惯性 力 在 任何 虚 位 称 中 的 元 功 之 和 为 零 ， 
这 是 一 个 较 普 天 的 变 分 原理 ， 对 完整 系统 与 非 完 整 系统 都 成 立 。 

将 式 (5.1.1) 改写 成 
>) nf, "Sr, = > F-:8r,= 8W {5.1.2) 


为 了 进一步 分 析 上 式 中 > mm 六 :Sr 项， 计算 > mt.37, 对 时 间 1 
的 导数 ， 即 和 站 
总 > mr Br,) = > Hr, Br, + > mt (Br,) 
互 换 运算 dvdt 和 38， 可 得 
Et Si mfr, Br,) 一 > mar, Sr, + > Dir, dr, 
因而 有 加 和 


[ 


> mi :pr = mr :Sr,) 一 2 mr "Sr, 3,1.3) 


式 (5.1.， 3) 中 的 最 后 一 项 可 进 一 步 变换 。 对 系统 的 动能 表达 式 
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行 
CS 


3 -- 
入， nr, Sr, = Hi dr,} S$T 
-| 


根据 式 t5.1.2)， 于 式 可 本 成 
和 > mr,dr.}=8T reWw 
将 上 式 在 由 th 邮局 的 时 间 问 隔 内 对 时 疗 进 行 税 和， 可 得 
CS nr “Br,) |， = | sr + SW)d {5.1.4) 


通常 ， 这 个 方程 对 虐 位 移 有 
Sr, (£6) = Br,tr1)— 0 fr- 1 ,2," ,nn (5.1.5) 


满足 以 上 条 件 的 方程 共 意 义 吓 卖 述 为 : 
所 有 满足 约 末 条 件 的 吕 能 和 运 劲 ， 在 瞬时 
io 者 经 过 增 广 位 肛 空 间 的 Mo 上 点， 在 瞬 
时 上 都 丝 过 增 广 位 撒 空 间 的 AM 点 。 所 
有 满足 国有 及 2 两 个 固定 瞬时 所 对 应 的 
两 个 国定 位 形 的 条 件 下 ， 可 能 运动 在 位 
形 空 法 中 的 轨迹 称 为 旁 路 ， 如 图 5 一 1 一 
i 中 虚线 所 示 ， 而 将 真实 运动 在 位 形 空 
闻 中 的 轨迹 称 为 正路 ， 如 图 5-1-1 中 
实 线 所 未 。 满 足以 上 端点 条 件 的 汐 路 有 无限 多 条 ， 而 正路 只 有 一 条 。 
旁 路 只 注 足 约 旧 的 几何 条 件 ， 而 正路 除 满足 约束 的 见 何 条 件 外 ， 还 要 
满 让 动 万 和 尝 的 基 素 定律 因此 ， 上 蕊 45.1.4) 在 式 15.1.5) 和 条件 下 成 为 


加 S-1 1 


| (BT +S8WIYdr=1) (5.1.6) 


ti 
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这 就 昆 哈 密 顿 原理 的 - 般 形 式 。 它 赤 明 ,所 有 满足 端点 条 件 式 
(SS,1.5) 的 获 路 中 ， 中 路 应 使 忒 (0.1.6) 成 立即 对 于 真实 运动 ， 系 统 
动能 的 变 分 8 了 各 作用 于 系统 的 所 有 主动 力 的 虚 功 5W 之 和 在 人 工时 
问 间 坑内 对 时 辐 的 得 分 等 于 零 。 地 该 指 出 ， 哈 密 顿 原理 的 -一般 形式 不 
是 人 分 原理 ， 和 该 式 在 一 般 情 况 下 也 不 是 功 的 变 分 ， 采 用 变 分 符 导 只 是 
-种 形式 - 

当 作 用 在 系统 上 主动 力 为 有 拖 时 ,SW= -3 代 人 所 153.1.6) 
得 
人 ar- Vdr=0 


哈密 顿 原理 的 这 一 形式 浓 用 所 请 的 拉 梅 朗 日 枯 数 

L=T-.V 
来 表达 .上 即 

站 sLdr=0 (5.1.7) 
式 (5.1.7) 仍 不 是 变 分 原理 。 对 于 完整 系统 米 说 ， 变 分 符号 和 积分 符 
号 可 以 开 换 ， 因 而 有 
| SLdr = 51" Ld 


但 对 非 完 整 系统 
| saezs| Ld 


现 引 入 险 密 顿 作用 是 


[= 站 Ldt 
于 是 ， 对 宛 整 系统 哈密 顿 厌 理 可 以 写成 常见 的 变 盘 形式 
31=8| "Ld ~=0 (5.1.8) 


n 


所 坟 式 (5.1.8) 的 含义 是 ; 一 完整 系统 受 有 势力 作用 ， 在 任 一 时 间 间 
隐 内 的 真实 运动 与 让 同一 时 间 内 具有 同一 端点 条 件 的 可 能 运动 相 上 比 
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较 ， 真 实 运动 的 哈密 顿 作 用 量 取 驻 值 。 即 哈密 瑟 作 用 量 工 的 变 分 等 


于 零 。 
动 。 试 写 出 人 三 此 情 沈 下 上 质点 的 哈密 顿 原 理 表 示 式 。 
解 : NE 该 质点 其 有 动能 
T=m(r + y +2) 


重 方 是 有 势力 ， 执 能 为 


2 


Vo= mgr 
曲 窗 是 完整 约束 ， 即 

z= flr,y) 
于 是 ， 可 应 用 式 (5.1.8)。 因 为 

:=z + bs 


所 以 哈 痊 顿 原理 在 此 例 中 的 具体 的 表达 形式 是 
S| lt y+ Ge th) 207(z,y) d=0 


例 5-2 设 一 具有 单位 质量 的 质点 受到 一 有 势力 作用 ， 访 访 可 
由 势 函 数 愉 出 ， 并 设 该 质点 受到 的 约束 使 其 圾 迹 的 斜率 与 时 间 上 成 正 
比 ， 即 zr -3 一 0， 斌 写 出 该 质点 的 哈密 屯 原 理 表 示 式 。 

解 : tx 一 y=0 是 不 可 积分 的 运动 约束 ， 该 质点 受 一 非 完 整 约束 。 
国 此 ， 应 用 式 (5.1.7) 形 式 的 哈密 顿 原理 。 


动能 为 
T= 地 (£2 二) 
斯 以 
BT—= xxxr + ySy 
及 
dV = Fr ty G++)ax 
9y 


三 器 
了 也 十 记 5 )av 


SL = rx + ydy 一 可 
其 中 已 经 应 用 了 约束 方程 。 因 此 ， 冶 密 顿 积分 式 为 


2 + 
让 [Bi + yoy (So + 3 jdt = 0 


8y 、5y 和 ww 诸 量 可 以 用 
ytr, Sy=tHr, Sy=r+iBr 
米 消 去 .其 中 第 三 式 是 由 第 二 式 流 导数 而 得 到 的 。 代 人 哈密 顿 积分 
后 ， 得 
区 


站 [fl 二 2 )adrt (tr Tr + 3 8]dt=0 


例 S-3 一 平面 摆 ., 摆 狂 质 量 为 mx， 
皖 杆 质量 为 z;+， 杆 长 为 上 ， 视 为 均 质 直 
杆 ， 挂 于 支点 口 处 .可 在 铅 重 平面 内 摆 
动 . 另 一 质量 为 zz 的 小 球 ， 光 计 地 套 在 
摆 标 上， 它 既 可 以 语 返 古 自由 滑动 ， 又 
可 以 沿 半 径 为 RR 的 固定 圆柱 形 构 内 滑动 ， 
如 图 5 一 1-2 所 示 。 不 计 摩 擦 。 试 用 陪 


密 顿 原理 写 出 系统 的 运动 微分 方程 。 
解 : 系统 具有 一 个 自由 度 ， 选 jg 为 
全 这 坐标 ， 和 图 5 一 1 一 2 
工 二 六 lp? 二 二 zip2+ rp ) 二 六 到 md) op? 
因 
r=2Rcosg 
r 一 — 2R sn pe 
所 以 


TT 二 Smt? gp t+2m2aR’* op’ tm 


取 口 点 赴 为 重力 的 零 要 能 位置 系统 的 势能 
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2 上 
= {malicoswm tT2mgRceow 好 十 3 7 gl coso) 


拉 红 了 殉 数 
LL =T-V 


于 了 1 卫 六 
= 了 md op tH 29n2 R70 te 


+ (msg eosp 十 PT EYE CS 的 十 2 gR eos op) 


1 
| 8Lar=0 
i 


! | + 
| [CF 十 了 7 下 “1 全 nad” 2 0 


i 


一 ( 误 viaglimng t+ mi miangp +2m eRsnie) de ldt =0 


1 , i . 1 
| repdrt = | ea 号 (sp)dt = peg| 一 


”各 


| dt 


ty 


二 一 站 PO 
则 有 有 


| — [Cmt*+ dm Rt+ 3 ml?)y 


十 Fmaglmng 十 mgisangp +t 2mpgRsin2e) 8pdt =0 
由 于 8g 为 独立 变 分 ， 故 得 


2 十 
Cmit* t+dm2R?+ ml?) yp 十 gisng +22ngRan2r = 人 0 


这 就 是 所 求 系 统 运 动 微分 方程 。 
例 s5-4 人 设 一 图 轮 在 水 平面 内 绕 国 定 中 心 轴 上 DD 转动 ,一 质量 为 
mn 玖 请 块 套 在 轮 的 轮 重 鞋 ， 用 弹 和 党 与 输 心 相连 ， 如 图 S-1-3 所 未。 
若 轮 对 口 的 转动 惯量 为 Jo， 弹 管 的 药 度 系数 为 此， 其 自然 长 度 为 上 ， 
各 处 摩 撤 均 不 计 。 试用 哈 帘 屯 原 理 求 系统 的 运动 微分 方程 。 
130 


解 : 系统 具有 两 个 自由 度 ， 选 贺 辊 转角 gq 
和 滑 块 坐 标 x 为 广 浆 坐标 。 
系统 动能 

了 = 地 Jop ?+m[z + (+ x) yg] 


= 地 mz?+ 方 [Jo + m(t+ x) op” 
系统 势能 
1 ,> 
V = 
近 氏 晒 数 
L=mis+3Eotm(l+r) gh 
由 哈密 顿 原 理 ， 对 于 系统 的 真实 运动 ， 诬 有 
六 srdz=o 
故 得 


| midzt[Jotm(l+r)? gop+ 


m(liir)o Br— kreridt=0 Ca) 


因 84 二 时 8x， 故 


4 i . 
| mz8zdt 一 | mT = mrdr 
Fr £0 


t 


1 上 
一 | mrerdr 
i 


ty 0 


考虑 到 
Bx | 二 dr | 一 六 
则 
| miidi=— ) mrdrdt (b) 
同样 


六 [Jotm(li+t+x) :pepdt -| [Jotm(!i+zx)]gddey 
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-Lo+m(t+zjz889| 
一 人 sr 各 [Jog +t ml + x) pld 
= 一 站 EJop + mlit+ zx) pldpd 


特 式 (b) 和 和 式 (c}) 代 人 式 (a) 后 得 
1 [Jo +t+m(lit+ rz) gpde+ 


及 [mr—m(li+ rp + krlrdri=0 


让 于 89、Sx 为 独立 变 分 ， 均 不 为 堆 ， 答 上 式 成 立 ， 只 有 它们 前 面 的 


函数 为 零 ， 于 是 得 到 
[Jop+m(itz)p]=0 


mz 一 KE 十 re +Rkr=0 


这 就 是 所 求 系 统 的 运动 微分 方程 。 
s.2 哈密 顿 原理 在 连续 体 动 力学 中 的 应 用 
在 上 节 中 ， 推 出 了 哈密 顿 原 理 的 一 般 形式 ， 即 
| (GBT+aW)d:=0 
以 及 对 于 完整 系统 有 | 
31=8]" Ld:=0 


{d) 


(5.2.1) 


(5.2.2) 


从 哈密 上 额 原理 的 表达 式 中 可 以 看 到 ， 原 理 中 只 涉及 到 两 个 整体 性 
的 动力 学 量 。 即 系统 的 动能 和 功 ( 或 势能 )， 对 于 系统 的 几何 特性 并 没 
有 给 出 任何 限制 。 也 就 是 说 ,哈密 顿 原理 不 仅 适 用 于 有 限 多 个 质点 的 


离散 系统 ,而 且 也 适用 于 无 限 多 “质点 ”的 连续 系统 。 


现在 来 研究 任意 的 三 维 强 弹 性 动力 学 问题 。 假 设 弹 性 体 是 各 向 向 
性 的 ， 为 方便 想见， 用 xz,(1 二 1,2,3) 表 示 直 角 举 标 zx、y、x 。 在 某 肥 时 


132 


ft ， 弹 性 体 的 位 形 可 由 位 形 郴 数 wifziyrzv rayty、pafTrls Tray.T3yEh、 
W351s T2173 上 来 表 厦 ， 或 用 给 阵 表 示 为 

u=(u ua) 5.2.3) 
其 中 ，w,(z 二 1,2,3) 是 物体 内 任 一 点 的 位 移 在 x 、y.、z 轴 上 的 投影 ，u 
称 为 位 移 矢 量 。 弹 性 体 的 六 个 应 变 分 量 和 和 三 个 位 移 分 量 之 间 满 足 变 形 
协调 关系 ， 即 


= (a 二 2 
TB, ! Bx ) (1,1=1,2,3) (5.2.4) 


由 6 个 应 变 分 量 s, 组 成 的 矢量 称 为 应 变量 ， 即 
B= (El E22 E392E12 2823,2831) 


则 方程 (5.2.4 ) 可 用 矩阵 表示 为 


s= Blan) {5.2.5) 
其 中 
0 EE 1r 
已 | 0 3 0 Ox 
_ -日 2 9 
B=| 0 法” 0D Br Bz, 0 {5.2.6) 
2. 3 号 
0 0 Ox 3 0 Drs dr 
由 个 应 力 分 量 mm, 组 成 的 向 量 称 为 应 力 矢 量 ， 即 
和 = {oii, FIT I gs gi) (5S.2.7} 
则 应 方 应 变 关 系 可 用 如 于 抵 阵 方程 表示 为 
= Ex(E) {5.2.8) 
其 中 E 为 漳 性 模 量 ,矩阵 ps 为 
1—» 
ty 1—y 
tt ty 1 一 
1 一 了 7 
加 1 0 0 0 
HK rv 2 2 1 -2> 
0 0 0 0 一 二 
1 一 ur 
0 D 0 0 a 


式 中 ， 为 河 松 系数 ， 
设 弹 性 体 的 密度 为 p、 则 系统 的 动能 可 表示 为 


= 读 下 pl Tui dv (5.2.9) 
其 中 总 表示 向 量 & 对 的 篇 导数 ， 


(2 Ci OHI, 
ar’'ar’ a 


弹性 伍 的 势能 
-3 30 Ledm 一 0 fiudw. ) awe ‘5S.2.10) 
其 中 第 一 项 为 弹性 体 的 形变 执 能 ， 后 二 项 分 别 为 外 部 的 保守 体积 力 / 


=(FAa) 下 在 边界 上 的 保守 表面 力 p={pi,pP;, 3)' 司 的 功 。 
将 式 (5.2.5) 和 式 (5.2.8) 代 入 上 上 成， 于是， 热能 表达 式 可 写成 


-3 ulAndr 一 中 了 :dm 一 | rwa, ‘(5.2.11) 
共 中 矩阵 
A4= EBipg'B 
根据 蛤 窗 顿 原理 ， 系 统 的 真实 运动 应 满足 如 下 方程 : 
31=8|" Ld: =0 


i 


将 系统 的 动能 和 势能 代 人 上 式 ， 则 得 哈密 顿 原 理应 用 于 连续 系统 的 表 
达 式 为 


a) "| 中 [Sp SulTAu +t Fuldo + 站 preds|dt -0 
上 - 式 问 时 需 满 足 边 界 条 件 和 时 间 边 值 条 件 ， 即 


| 一 路， 

和 

! «| 二 | 
te 二 ¥ 


其 中 ， 如 站 太 中 | 分 别 表 示 In 发 上 1 时 刻 弹 性 体 的 位 移 场 。 
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例 5-5 用 哈密 顿 原理 求 如 图 5-2 一 1 所 示 非 线性 弹性 系统 自 


由 振动 的 基本 方程 。 
如 图 5 一 2 一 1 所 示 的 质量 密度 为 闫 的 均 质 梁 ， 一 端 为 匀 云 承 ， 


男 一 端 用 劲 度 系 数 为 ko 的 弹 管 及 质量 为 M 的 重 块 相连 。 重 块 可 在 水 
平方 向 自由 背 动 。 


图 5 一 2-1 


解 : 这 个 问题 的 非 线 性 包含 两 方面 。 首 先是 几何 非 线 性 。 由 于 重 块 和 
弹 复 相 连结 ， 弹 扯 的 势能 涉及 到 重 块 的 位 移 ， 亦 即 涉 及 梁 的 端点 的 水 


平 位 称 。 设 这 位 移 为 EE， 则 有 
_,/_f:_dr lf... 
二 :i | 于 a 3 | TE “村 工 ta) 
其 次 是 材料 的 非 线 性 。 假 设 应 力 与 应 变 之 间 的 非 线 性 关系 为 


和 一 下 (ce 一 庆 ?) (by) 
其 中 王 为 辜 性 模 量 ， 有 8 为 常数 。 由 式 fa) 可 列 出 动能 表达 式 为 
mf M/Aa fw , Y 
1=3 | (Cw) dr+” 后 | 2 dz Ce) 


由 式 ta) 及 式 (b) 可 列 出 势能 表达 式 为 
vo fee ay 
= 部 | Ece 一 庚 3)edAdzr+ (| dz 
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由 梁 的 平面 截面 假设 ， 即 e~=>yw ， 上 式 可 化 为 

v= 十 | | Ey* Cw”)? - EBy' (ww°) | dadz+ 息 人 |。 ww 2dz) 
令 = | yaA ,t=p|,y 4d4 , 则 上 式 可 化 为 

ee 0 
哈密 顿 作 用 其 的 变 分 为 
1=8)" (CT-V)dt 

为 方便 起 见 ， 区 下 分 别 求 与 工 及 VV 有 关 项 的 变 分 。 

| Tdt -3 ee Yh 
¥ (8 war) 


Se 9 


raf ee 
-= | [ 才 ( 党 Br ow) 


+ 学 上 EE 21, a we Oro dz 


|dzdz 


wdx | wow’ dz |a: 


-| [su ]， az Bwdzrd 
+¥[21] w’ “dz j rw Srvw dx 1 
i 
-学 人 六 waz{ [wsw] - j wawde la: 


利用 几何 边界 条 件 也 (0,2) 二 xw(i,z) 二 0 及 时 间 边 值 条 件 Sw (zx to) 
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， 可 将 上 式 简 化 为 


=8w(xr,t1)=0 


2 
| Tdt=| | | 二 过 + 涓 | 总 上 oa w’ |8wdrdt {e) 
< 
if :rt 
-En | | ww Sr drdt +2E1, | | w iBw dd 
0 名 


-af Var = 
fp 
RR, re rt 1 
一 “| | wdz | we Br dzxdi 
2 tn 心 用 
时 
= -El | | | 六 (w dw) - ww’ |dzdi 
了 了 已 本 ， _a 加 , 
+ 2EI, |, Ea ) -和 (ww |azdz 
各 ! ”时 : 已 工 mr 
we “器 工 ， Ea Gru) 一 re 8w |dxds 


同样 ， 用 几何 边界 条 件 可 使 上 式 右 边 三 个 积分 的 前 一 项 消去 而 化 为 
-| vdr= — El 站 [ww) + ww |dzxd 
+2E12| | | - 芝 ( 芝 am) 
+ 23(w’)Bw ]dzdt 
+ 和 | td | w Srwdzdi 


| 得 
ti | i 
-sf Vd = | ,| [Eliw” -2Er, 汪 2 (wy) 


+ 
人 | w dzw jswdzdi (f) 


将 式 (e) 和 式 ( 纪 和 伐 人 哈密 顿 原 理 中 ， 便 得 到 以 下 运动 方程 式 
2 Ow )3 


二 
EI + 二 
1 Bz4 ”人 
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_ Ea ( 癌 )Pdz+ 旦 2 (各 )"dz 地 学 -0 


习 题 


5-1 质点 的 动能 工 = mo 势能 炎 =co2 dm、 ce 为 常数 ， 
mn 之 0, c 之 0)， 试 建立 险 密 顿 作 用 基 了 的 表达 式 ， 并 利用 运动 微分 方 
程 g+w*g=0{tw = 二 cArm ) 证 明 5T = 0。 

5 一 2 设 限 制 在 直线 轨道 上 运动 的 质点 的 位 移 为 x， 受 弹 赞 作用 
为 一 x、 阻尼 力 一 cr 和 随时 间 变 化 的 和 外力 玉 (2) 作用 。 试 以 质点 为 
对 得 列 出 哈密 顿 原理 。 

5 一 3 一 质量 为 xx 的 质点 在 一 方程 为 

I=a(0—sind), y=al(ll+cosd) 
皖 线 形状 的 金属 线 上 做 无 摩擦 滑动 ， 式 中 a 为 常数 ，0 扎 8 所 2x， 如 
题 5 一 3 图 所 示 。 试 用 哈密 顿 原 理 求 其 运动 微分 方程 。 


题 5-3 图 是 -4 图 


5~4 一 劲 度 系数 为 站 的 弹 复 ， 一 端 固 连 于 -- 刚 架 Axy 上 ， 另 
一 端 和 一 质量 为 mx 的 滑 块 B 相连 接 ， 滑 块 B 受到 粘性 阻尼 力 F = px 
作用 。 已 知 刚 架 Axy 相对 地 面 作 直线 平 动 ， 其 运动 方程 为 S = unt+ 


地 ct2， 如 题 5-4 图 所 示 ，, 试用 哈密 顿 原理 求 滑 块 B 的 运动 微分 方 


程 。 
s-5 一 粗糙 贺 福 体质 量 为 mz， 半径 为 r， 在 一 空心 圆柱 体内 表 
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面 上 无 滑动 地 滚动 。 这 空心 贺 柱 的 质量 是 M ,半径 是 尺 ， 能 绕 本 身 
水 平 轴 口 转动 。 两 圆柱 对 其 自身 轴 的 转动 惯量 分 别 为 MR* 及 mr*/ 
2 。 试 用 哈密 顿 原 理 写 出 系统 的 和 运动 方程 。 


题 5 一 5 图 题 5-6 图 
5 一 6 一 单 提 押 长 为 :， 质量 为 wx|/， 暴 挂 在 另 一 质量 为 mx, 的 
背 块 上 ， 滑 志 又 上 匡 挂 在 劲 度 系 数 为 上 的 弹 换 上， 并 可 沿 贺 後 方向 的 
导轨 上 下 振动 ， 如 题 5 一 6 图 所 示 ， 试 用 哈密 顿 原理 求 系统 的 运动 微 
分 方程 ; 又 当 考 虚 微 幅 摆 动 时 ， 求 其 油分 方程 。 
5 一 7 如题 5 一 ?7 图 所 示 ， 试用 哈密 顿 原理 列 出 均 质 梁 的 运动 微 
分 方程 。 设 p 为 梁 的 单位 长 度 质 量 ，ET 为 梁 的 截面 抗 弯 刚度 。 
总 


| 一 有 * 


题 5 一 了 图 
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镶 二 人 能 ”完整 系统 动力 子 


第 6 章 拉 格 关 日 第 二 类 方程 


研究 动力 学 的 问题 一 般 有 两 种 途径 ， 即 矢量 动力 学 和 分 析 动 力 
学 。 矢 量 动力 学 的 基础 是 牛顿 运动 定律 的 直接 应 用 . 它 的 广 意 力 集 中 
在 与 系统 的 个 别 部 分 相 联 系 的 力 和 运动 以 及 各 部 分 之 间 的 相互 作用 。 
而 分 析 动 力学 则 更 多 地 把 系统 看 作 一 个 整体 并 且 利 用 如 动能 、 势 能 之 
类 的 纯 量 来 描述 泡 数 。 对 它们 进行 某 种 运算 ， 不必 明 显 地 解 出 作用 于 
系统 各 部 分 的 约束 力 ， 就 能 得 到 一 个 完全 的 运动 方程 组 。 拉 格 朗 日 第 
二 类 方程 是 从 能 量 的 观点 出 发 ， 用 变 分 法 建立 系统 所 服从 的 动力 学 规 
律 ， 它 给 出 了 动力 学 问题 一 个 普遍 、 简 单 而 又 统一 的 解法 ， 是 分 析 力 
学 中 最 重要 前 动力 学 方程 。 


6.1 动能 的 广义 坐标 表达 式 


考虑 一 于 个 质点 的 系统 ， 受 4 个 理想 完整 的 约束 ， 取 上 个 广 闵 
坐标 gi ，9g2，…，gi (下 二 3n 一 )， 则 系统 的 位 形 可 以 用 此 个 相互 
独立 的 广义 坐标 移 定 ， 即 

r= rg 23 Ot) (6.1.1) 
这 里 假设 这 些 函 数 对 于 gqg, 和 + 是 二 阶 可 微 的 。 则 可 得 

。 =， 口 fr，。 Ar, 

天， 一 < 9g EF 
注意 ，r, 对 4g 是 线性 的 ，ar,xag 和 arixat 是 g, (jy 二 1，2，-… ,此 ) 
和 :的 酉 数 。 

系统 的 动能 定 尺 为 
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(6.1.2) 


了 = 上 了 >， Hur, = 六 之 ， 711 (6.1.3) 


2 1 
将 式 (6.1.2 ) 代 入 上 式 ， 有 
1 a ， dr 1 Or 2 
"六 2 
一 
虚 
加 1 二 | 3p .os 。 对 .Or 
1 总 97 r,s 
2 ar 9t 
上 中 nl } 过 
1 An ( dr ™、! Fr, r, -~ 
一 mm “一 一 人 十 ‘ nz, * )a 
2 2 > > 入 dg dd 和 > Tg E77 
1 总 Ar, 9r, 
二 2 Mm, gr "a 
2 dr, Ar, 
令 Hj 一 > P22, Ep 
1 Hd Td 
7 dr, dr 
| 1 
— - -一 .1.4 
b= 之 mm 3 ) 
dr, dr, 


二 2 2 , 了 Ee 
显然 ， 由 于 rr, 是 gg 07 =1,2.…，, 大 ) 和 上 的 力 数 ， 所 以 er 、 与 < 也 
是 of17=1,2, 和 上 的 男 数 。 又 设 


] A 忆 ， - 
了 工 z 二 他 之 ， > dn 
1 


T| = 3 
i 
于 是 系统 的 动能 可 表示 为 
T= T+ T+ To (0.1.53) 


式 中 TT，、Tl 和 To 分别 是 广 六 速度 的 二 次 齐 次 国 数 、 一 次 齐 次 函数 


及 零 次 齐 次 函数 。 
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根据 式 (6.1.4 ) 可 知 ， 当 255 =0 时 ， 即 rm 不 显 仿 时间 t， 则 系统 

的 约束 是 定常 的 ， 于 是 有 
bp,=0, c=0 
所 以 
T= 了 一方 2, 2 qd (6.1.6) 

即 动 能 是 广义 速度 的 二 次 齐 次 函数 。 

由 此 可 知 ， 式 (6.1.6 ) 必须 是 正定 的 。 因 为 它 等 于 式 (6.1.3 )， 
于 是 式 (6.1.5 ) 的 第 一 项 是 速度 的 正二 次 型 。 此 外 ， 根 据 式 (6.1.4) 
中 cc 的 定义 ， 式 (6.1.5 ) 中 的 第 三 项 也 必定 是 非 负 的 ,而 且 式 
(6.1.5 ) 中 所 有 三 项 之 和 也 必定 是 非 负 的 ， 因 为 它 等 于 式 (6.1.3 )。 


所 以 ， 尽 管 对 于 某 些 w .9, (j=1，2,…, 天) 和 上 的 值 ， >)，53， 可 
了 一 


能 是 负 的 ， 但 它 笔 不 可 能 使 工本 身 成 为 负 的 。 

显然 : 用 广 艾 艺 标 玫 示 的 动能 的 … 般 表达 式 比 用 直 关 学 标 表示 的 
著 复 台 得 多 。 这 是 应 用 非 直 戎 广义 坐标 所 必须 付出 的 代价 。 尽 管 如 
此 ， 在 分 析 力 学 中 还 是 合用 广义 坐标。 因为 这 样 向 有 两 点 好 处 ， 一 是 
可 以 将 位 形 坐 标的 数目 减 到 最 少 ， 而且 最 适用 于 所 讨论 的 问题 ; 二 是 
用 它 建 立 的 各 种 方程 式 有 很 大 的 一 般 性 ,适用 于 各 种 广义 坐标 ， 而 无 
需 事先 规定 要 用 哪 一 组 特定 的 坐标 。 

例 6-1 质量 为 m 的 无 约束 的 质点 的 动能 用 直角 坐标 表示 为 芽 


= 广 m《z?+3 了 + 22 )。 试 应 用 变换 关系 
X= rsingsing 
y= rsinfcosg 
T= reosd 

变换 到 用 球 坐 标 表 示 的 质点 的 动能 。 

解 : 将 以 上 三 式 分 别 对 时 间 求 导 并 将 它们 的 平方 相 加 ， 可 得 
T= mr + rot+risn op’) 
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动能 仪 是 速度 的 二 次 齐 次 了 鲨 数 ,但 第 二 项 的 系数 是 广 记 坐标 + 的 函 
数 ， 而 第 三 项 的 系数 是 广 守 坐标 + 和 #8 的 晒 数 。 

通过 这 个 全 子 可 以 说 明 ， 式 16.1.61 一 般 包 含 所 有 速度 的 混 侣 乖 
积 ， 而 式 (6.1.3 ) 只 含 速度 的 平方 ， 更 重要 的 是 式 (6.1.6 ) 中 系数 a,, 
一 般 来 说 是 gqg, 和 + 的 国 数 ， 而 式 (46.1.3 ) 中 的 x, 却 是 常数 。 

例 6 一 2 质量 海 x 的 质点 
MI， 被 约束 在 怖 和 角 为 a 的 光 请 
斜面 上 运动 ， 和 斜面 自身 及 沿 水 
平 直 线 导 轨 以 速度 vw 和 作 名 速 平 
动 ， 如 图 6 一 1 一 1 所 示 ,， 求 用 
广义 坐标 表示 系统 的 动能 。 

解 : 对 质点 M， 取 ss 为 广 
多 举 标 ， 则 有 


T= utt+t scosa 
y= tange 一 sslno 


故 质 点 动能 
1 1 


下 Fm ty ) = Fm[(vt+ scosa )” + (ssina )?] 


= 5m? + (2vcosa)s + v2] 
由 此 可 网， 当 约 束 为 非 定常 时 ， 系统 的 动能 是 广义 速度 的 二 次 齐 次 函 
数 、 一 次 齐 次 聘 数 及 零 次 齐 次 函数 。 即 


Ti 


了 一 mucosas 


6.2 拉 格 朗 日 第 二 类 方程 


险 密 顿 启 理 是 分 析 力 学 的 一 个 基本 原理 。 作 为 基本 原理 则 下 由 它 
通过 逻辑 推导 、 数 学 演绎 等 手段 导出 分 析 力 学 的 基本 定理 和 方程 。 为 
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上 此， 下面 用 哈密 顿 原 理 推导 控 格 关上 日 第 二 类 方程 。 
隘 密 顿 原理 的 一 般 形 式 为 
下 (8ST+S8WI)di=0 (6.2.1) 


由 于 了 = 了 (oa ,et)， 计 算 其 变 分 则 有 
B 工 一 > (Gd + B89,) 
系统 的 所 有 主动 力 的 虚 功 
SW = > Q,3g, 


特 8 和 5W 代入 式 (6.2.1)， 得 


“ey ,9T a 人 TT. 
站 之 (gd +t Qig)dt0 (6.2.2) 
计算 上 式 中 的 第 二 项 ， 将 等 时 变 分 与 微分 运算 互 换 得 
可 。 已 
4 (4 (6.2.3) 


Ep 4 ag dr 4 一 di (Sas) 一 [5 lg, 


将 式 (6.2.3 ) 代 入 式 {6.2.2 ) 得 

< 全 6 i 

3 + -+ olyd: = 0 
因为 系统 在 始 未 位置 是 确定 的 ， 也 就 是 说 始末 广 闪 坐标 的 蛮 分 为 澡 ， 
即 


Bg (to0) = g(t1)=0 
于 是 上 式 为 
:ey .3 a 
| 之 [9 + Q, jgdt=0 (6.2.4) 
对 于 完整 系统 ， 所 有 广义 坐标 的 变 分 5g, 都 是 独立 的 ， 即 59, 的 取 值 
是 任意 的 ， 因 此 要 熏 上 式 在 任意 的 积分 限 to 到 zj 内 成 立 ， 其 充分 必 


要 条 件 是 
dT. = 局 ， 《7 三 二 ， 了 ， "yp ky) {6.2.5) 
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式 (6.2.5 ) 就 足 抑 整 系统 的 拉 格 朗 日 第 二 类 方程 。 由 以 上 推导 过 程 可 
导 ， 拉 格 天 中 第 二 类 方程 只 适用 于 完整 系统 ， 而 不 适用 于 非 完 整 系 


统 ， 因 为 对 于 非 完 整 系 统 ，5g, 并 非 都 是 独立 的 ,因此 不 能 得 到 式 
(6.2.5 1), 


如 果 所 有 的 主动 力 都 是 有 和 势力， 则 存在 一 个 势 函 数 了 (gl，g;， 
，gi，+ ) 使 下 列 等 式 成 立 


Q,- -3 (7 =1,2,--…,k) (6.2.6) 
代入 式 (6.2.5 ) 后 为 
2 元 (一 2) (6.2.7) 
模 据 拉 档 并 日 了 清 数 的 定义 
L=7T-V 
一 般 情 说 下 ， 它 昆 广 闵 坐标、 广义 速 度 及 时 间 的 晒 数 ， 即 
L=L (g, g,, 1) (j=1,2,.,k) 


其 中 ,变量 g,、g, 称 为 拉客 朗 日 变量 。 调 势 函 数 了 (gl1，g;，…， 
dt) 中 不 显 含 广义 速度 9,， 因 而 有 
dV 


I 一 站 
| 9g, 
于 是 拉 格 朗 日 第 二 类 方程 可 简化 为 以 下 形式 
2) (6.2.8) 
如 果 作用 于 质点 系 上 的 主动 力 中 ， 只 有 一 部 分 是 有 势力 时 ， 则 可 


将 广义 力 分 为 两 部 分 ， 一 部 分 是 有 势力 的 广义 力 ( - 3)， 另 一 部 分 


是 非 有 势力 的 广义 方 ， 以 Q', 表示 ， 则 


a , 
Q= -+ =1,2,.,8) (6.2.9) 
oH 
代入 式 (6.2.5), 得 
daL, 9L  ,,. 加 . 
dt 3g.) 59 一 局， {72=1,2, 上) ‘6.2.10) 
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这 就 是 拉 格 朗 日 第 二 类 方程 的 一 般 形 式 。 

在 应 用 拉 格 朗 日 第 二 类 方程 时 应 注意 以 下 几 点 : 山 拉 格 并 日 方程 
是 以 广 入 坐标 表达 的 任意 完整 系统 的 运动 方程 ， 方 程 的 数 自 等 于 系统 
的 特 由 度数 ， 开 而 可 以 获得 数 日 最 少 的 运动 片 程 。 包 在 建立 运动 方程 
时 只 需 分 析 己 知 的 主动 力 而 不 必 分 析 末 知 的 约束 力 ， 因 而 ,对 于 复杂 
系统 拉 格 如 日 方程 于 能 体现 其 优越 性 。 人 拉 格 郎 日 方程 具有 很 好 的 对 
称 柱 ， 即 对 于 问 一 位 形 空 间 中 的 每 个 坐标 而 言 各 方程 都 有 相同 的 形 
式 。 斧 拉 格 明日 方程 是 以 能 量 观 点 建立 起 来 的 运动 方程 。 在 建立 系统 
的 运动 方程 时 ， 只 需 分 析 系 统 的 动能 和 广义 力 。 而 广义 力 是 分 析 主 动 
力 的 虚 功 的 结果 。 对 于 主动 力 为 有 势 的 系统 ,特别 是 保守 和 系统， 主动 
力 的 作用 则 完全 归结 为 主动 力 的 势能 。 

例 6-3 半径 为 尺 、 质 量 为 mx 的 回环 挂 
在 一 半径 为 > 的 固定 圆柱 上 ， 如 图 6--2- 工 所 
不 。 设 圆 环 与 圆柱 间 有 足够 大 的 摩 氛 力 阻 目 
相对 滑动 ， 试 写 出 圆 环 的 运动 油分 方程 ， 并 
求 微 幅 摆动 的 周期 。 

解 : 回环 具有 一 个 自由 度 ， 是 完整 系统 。 
图 6-2-1 取 为 广义 坐标 ， 圆 环 的 动能 


“RR R 
主动 力 有 势 ， 系 统 的 势能 
V= -meltR -rcosg 
T=2m(tR- 1)0, 4aT 
好 dt gag 
可 
-0,9 = mg(R— r)sing 
代 人 拉 格 朗 日 方程 式 (6.2.7 )， 得 到 系统 的 动力 学 方程 为 
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| 


}=2m(tR— ro 


Im(R—r)0+me(R-r)sing=0 
即 
2( 展 一)8 +gsnd=0 
考 起 到 微 幅 振动 ，stn==: 吕 ， 则 有 
”80 
0 230R—r) 0 


1 站 一 
二 也 天 2 天 一 亲 1 
由 于 主动 力 有 执 ， 可 以 写 出 拉 格 朗 日 函数 ， 即 
L=T—-V=m(R-r)0+ matR or)cost 

代 人 人 式 (6.2.8) 中 间 样 可 以 得 到 系统 的 动力 学 方程 。 

例 6-4 请 氮 点 质量 为 和 ， 可 
褒 尖 放水 平 导 轨 滑 动 ; 小 球 BB 质量 
为 iaz， 通 过 一 长 为 了 的 无 重 刚 盾 与 
滑 块 A 以 光滑 匀 链 口 , 相连 ， 可 在 铝 
直 平 面 内 氛 动 (图 5 一 2 一 2)。 试 向 出 
此 质点 系 的 运动 微分 方程 。 

解 : 此 质点 系 具 有 二 个 自由 度 ， 
现 取 滑 块 A 的 水 平 举 标 z (以 滑 块 
的 起 始 位 置 为 誉 标 原点 ， 正 向 如 图 ) 及 杆 O18 与 钳 直 线 的 夹 佣 wm (由 
铝 直 线 起 ， 道 时 针 为 正 ) 为 广义 坐标 。 


周期 


人 一 立 一 了 


滑 块 和 的 动能 
Ti= 冯 mei 
小 球 B 的 速度 
VB = Tet Pr 
其 中 
Ti 二 站 gr 三 了 9 
故 小 球 的 动能 
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Ta = 村 ma[ (2 pcosp) + (1psing)?] 
因此 ， 整 个 质点 系 的 动能 
T= Ti+ Ts= 方 (mm 十 ma) zr — maligprcosgp+ ml 
因为 作用 于 质点 系 的 主动 力 只 有 重力 为 有 势力 ， 现 取 z 轴 位 置 


为 零 势 能 位 置 ， 可 得 势能 郴 数 为 
V= — m2gicosg 


从 而 求 得 系统 的 拉 格 户 日 沙 数 为 
上 一 下 一 = 计 (mi 十 zz ) 工 < 一 PigpEcos 友 十 mal?p + ma gticosw 


各 有 关 导 数 为 


避 9 . ， 
了 = ， FE = (mt m2)z — malpcosg 
| ， 
SE)= (mt ma) z+ m2lp’*sing 一 maitmeosg 
aL . 
dg 二 mltprsinp ~ maglsing 
于 = 一 m2ilrcosgp + moat 
a (aE)- 一 mtlrcosp t+ molrosinm t+ male 
di “ 口 多 PF Ea 


代入 式 (56.2.8),， 得 

Cm mo)r t+ m2igp sing — madpeosy = 0 

ip— xcosp + gsing=0 
这 就 是 质点 系 的 运动 微分 方程 ， 也 是 二 阶 非 线性 微分 方程 组 。 

例 6-5 曲柄 OQ4 = ， 由 转 矩 M 使 其 绕 

一 固定 滑轮 的 中 心 转动 ， 消 轮 半 径 为 1。 曲 桥 的 
一 端 A 上 带 一 动 消 轮 ， 其 半径 为 x (图 6 一 2 一 
3)。 定 将 轮 与 动 谓 轮 用 皮带 连结 ， 皮 带 薇 拉 紧 ， 
当 系 统 运动 时 ， 皮 带 不 灌 轮 缘 滑 动 。 设 曲柄 为 
均 质 杆 ， 重 为 PP, 滑轮 重 QQ， 机构 在 水 平面 内 
图 6 1 运动 ， 试 求 曲柄 的 角 加 速度 。 


解 : 按 题 意 知 动 滑轮 作 平 动 , 战 动能 


.FQ,,. 了 已 ,> -2 
T3227(P)Y +t a3 F (a) 
) 交 力 
= AT ‘b) 
由 近 格 朗 自 上 方程 可 得 出 
d .oT dT 
dag) do QQ, (Cc) 
将 式 (a ?和 式 {h 代入 式 ic }， 得 
可 -1 已 、、.， 
dts Qt a3)291= M (qd) 
于 是 
SM (e) 


?p+t3Q) 

为 了 正确 地 列 出 一 个 系统 的 拉 格 关 日 方程 ， 庶 该 注意 以 下 几 个 基 
本 具 又 。 

(1) 分 析 系 统 的 约 东 和 条件 及 主动 力 性 质 ， 对 系统 的 类 型 【完整 或 
非 完 整 系统 、 定 常 或 非 定 常 系统 、 哥 守 或 非 保 守 系 统 ) 作出 正确 的 判 
盯 [ 。 

(2) 确定 系统 的 自由 度 并 选 定 广义 坐标 。 

《3) 用 选 定 的 广义 坐标 表达 系统 的 动力 学 量 ， 如 动能 T (gqg,,g,， 
2)、 广 义 力 日 (gq,t)、 势 消 数 VV (g ,1)。 

(4) 列 出 拉 格 并 日 方程 组 。 


6.3 拉 格 朗 日 方程 的 首次 积分 


在 此 之 前 的 重点 是 用 大 个 独立 的 广 交 尝 标 建立 完整 系统 的 玉 个 二 
阶 的 运动 微分 方程 一 一 拉 格 站 日 第 二 类 方程 。 此 后 将 面临 如 何 按 照 给 
定 的 初始 条 件 求解 的 问题 。 一 般 来 说 ， 拉 楷 裔 日 方程 的 鱼 构 比较 复 
好， 直接 求解 并 非 易 事 。 于 是 ， 如 和 何 简化 方程 成 为 本 节 讨 论 的 基本 内 
容 ， 
对 于 一 组 点 个 二 阶 常 投 分 方程 ， 如 果 将 其 积分 ， 必 然 出 更 2& 个 
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需 由 初始 条 件 确定 的 积分 常量 ， 即 C1 ，C;，…，Ca， 因 此 ， 方 程 


的 解 可 写成 
Gd1 一 GCCCa ,Coarse) 


90 (6.3.1) 
ge = qt Cis Ca Copstd 
将 以 上 各 式 对 时 间 求 导 ， 得 到 广义 速度 的 表示 式 
1 = gC Ca Caps t) 
ga dal Crs Ces Cornt) (6.3.2) 


Gi = qe( Cis Casr, Corst) 
联 立 式 (6.3.1) 和 式 (6.3.2 }， 共 2& 个 甘于 积分 常数 Cl，Cs，…， 
Ca 的 代数 方程 组 ， 于 是 可 以 解 出 28 个 积分 常数 ， 即 
CI= Cg gs ed1 2 ,est) 
C2 Cali ga ,Qed1s 92 st) (6.3.3) 
Cag = Cart 1 20 sr es 01702. Ot) 
式 (6.3.3) 给 出 的 2& 个 函数 被 称 为 拉 格 朗 日 第 二 类 方程 的 首次 积 
分 。 
量 然 ,对 于 一 个 具有 让 个 自由 度 的 完整 系统 ， 如 果 能 求 得 2 个 
站 次 积分 ， 则 只 要 解 2k 个 联 立 代数 方程 ， 在 给 定 的 初始 条 件 下 ， 就 
能 求 得 质点 系 的 运动 规律 。 若 只 求 得 一 部 分 首次 积分 ， 也 能 使 原来 的 
拉 覆 朗 日 方程 降 阶 。 所 以 ， 首 次 积分 对 方程 的 求解 具有 重要 意义 。 
下 面 介 绍 拉 格 朗 日 第 二 类 方程 的 两 种 最 重要 的 首次 积分 一 -_ 能 售 
积分 和 循环 积分 。 


和 .3.1 能 量 积 分 


假设 主动 力 是 有 势力 ， 动 能 TT 和 势能 V 都 不 显 仿 时间 上 。 则 拉 
格 半 日 函数 只 显 会 广义 坐标 和 广义 速度 ， 即 
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L=T-V=L{g,,9g) (1 =1,2,.…,k) (6.3.4) 
因此 工 对 + 的 偏 导数 等 于 堆 


aL 
dr =0 
于 起 
L *1 ,9L. a3L 
守 一 之 (3 十 5) (6.3.5) 
由 拉 格 朗 日 方程 可 知 
aL_d 3L 一 四 
ag ds‘ag,) (=1, 2, *…, &) (6.3.6) 


将 式 (56.3.6 ) 代 大 式 46.3.5)， 则 有 
di - > 2 + ag] = rp 了 9 


dr 了 一 dr ag, dg, 1=1 we 
或 者 写成 
过 :LL. 
dr (2 3559 L)=0 (6.3.7) 
从 而 有 
Ai.. 
So, -LL=h (6.3.8) 
+ 上 0 


( ) 339, ~ 工 ) 称 为 广义 能 量 。 

广义 能 量 积 分 的 意义 如 下 - 

由 式 (6.1.5 ) 可 知 系统 的 动能 可 表示 为 

T= T+ Ti+ To 
于 是 拉 格 朗 日 函数 可 写成 
L=T-V=T + T+To—V 
=La+Lit+Lo 

由 于 势 沙 数 仅 是 广义 坐标 和 时 间 的 务 数 ， 即 为 广义 速度 的 零 次 函数 。 
因此 ， 式 中 工 ;、Li 和 Lo 分 别 是 广义 速度 的 二 次 齐 次 函数 、 一 次 齐 
次 函数 及 零 次 齐 次 函数 。 即 


(6.3.9) 
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并 2 一 T» 
Li= TI {6.3.10» 
Vv 


Lo= 10 
由 欧 拉 齐 次 梢 数 定 理 避 各 
Ea 充电 
DM = DH + + 5 = 2L3 + 


将 上 式 代 入 式 (6.3.7 ) ,4 
{2 上 .2+ L) ™ {Ls+ Li + Lo}=h 


或 
2Tsy+ Ti~[Ts+ TI- (Vo To)l=h 
Ts— To+ V=h (6.3.11) 
上 和 式 是 广 六 能 量 积分 的 另 一 种 表达 形式 。 如 果 约 东 是 定常 的 ， 则 
T=T， To=n0 
式 46.3.11 ) 成 为 
E=T+VY=h (6.3.12) 
广 文 能量 积分 退化 为 能 量 积分 ， 凤 机 械 能 守恒 定律 。 需 要 指出 的 是 ， 
当 守 =0 时 ， 约 束 可 以 是 非 定常 的 。 
在 例 6-2 中 ， 质 点 M 受到 非 定常 约束 
3 二 (十 一 二)tane 


质点 的 拉 格 谢 日 函 茹 为 


二 三 卫 一 多 一 方 四 [22+ {2wucosa }s 十 v1+ maltane — ssina) 


显然 ， 从 工 的 表达 式 可 知 3 = 0， 但 系统 所 受到 的 约 东 是非 定常 的 。 


由 此 可 知 ， 能 量 积分 存在 的 条 件 是 所 有 给 定 的 力 都 必须 是 有 势 
力 ， 因 为 在 推导 能 量 积 分 时 ， 利 用 了 式 i6.2.8 )， 而 该 式 具 在 系统 所 
有 主动 力 有 执 时 才 成 立 。 在 此 条 件 不 满足 时 ， 就 不 必 试 图 寻找 这 样 的 
积分 ， 因 为 它 根 本 就 不 存在 。 

例 6-56 细 管 达成 半径 为 > 的 圆 环 ， 坟 衣 速 座 名 绕 欠 垂直 径 转 

152 


动 ， 质 量 为 mx 的 质点 可 以 在 细 管 内 无 摩擦 地 举动 ， 如 图 6-3-- 革 所 
示 。 试 求 系统 的 能 量 积 分 。 

和 解 : 取 圆 环 和 质点 为 研究 对 象 ， 该 
系统 为 完整 系统 ， 系 统 的 自由 度 为 2， 
取 圆 环 的 转角 pw 和 质点 在 回环 上 的 弧 
少 和 前 8 为 广 饼 坐标， 由 题 意 w=w 。 系 
统 的 动能 

T= 计 m (202+ rw sin 8) 

上 式 中 
Ty= 记 mr26?， T1=0 


To= 六 roo2sinz 吉 
作用 在 系统 上 的 主动 力 为 有 势力 ,势能 函数 
V= mercosd 
因此 ,系统 的 拉 格 衣 日 函数 
LL=T-—-V=T+T+ To-—-VY 
1 1 2 2 


= tr sin 站 一 mgrcost 


从 上 式 可 见 ,在 拉 格 朗 日 函数 工 中 不 显 含 时 间 :, 即 3 = 0。 因 
此 ,广义 能 量 积分 为 
Ta—- Tot+ Y= 六 mar23 一 广 zmr2wzsin28 十 Bagrecs 上 一 天 


例 6-? 了 具有 一 个 自 出 度 的 质点 在 势力 场 中 运动 , 试 由 能 量 守恒 
定律 推导 此 质点 的 拉 烽 裔 日 方程 。 
解 : 取 9 表示 质点 在 势力 场 中 的 位 置 , 质 点 的 动能 和 势能 分 别 为 
T= T(g,g9),V= V(g) 
其 机 械 能 
FE=T+V=hk {a) 
将 式 {a ) 对 上 求 一 次 导数 
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dE _dT dy Cb) 


di dr de 
且 
dT _3T. ,3T, dvV_dv, Ce) 
t Bad 3dgd， tf da 
贸 
dT -dv3 了 IT) dd.?T) 
da di 53502 di Cd) 
-4d _d.,3T 
由 欧 拉 齐 次 孙 数 定理 知 
91 =2T 
可 


dr der dr 34 如 如 
因 天 0， 于 是 有 

daT aT_ dy 或 dol 3aL_ 

dit93g 8 dg dt3o dg 


式 中 工 = 工 -了 站。 
6.3.23 循环 积分 


对 于 受 有 势力 作用 的 完整 系统 ， 拉 格 朗 日 第 二 类 方程 的 形式 为 
dob .aL (0 =1,2,.,k) (6.3.13) 


其 中 拉 格 和 朗 日 陋 数 工 是 广 闪 坐标 、 广 祥 速 庆 和 上 时间 诗 的 范 数 ， 即 
L=L(g,,9,»t) (y=1,2,.…,k) 
适当 地 选择 确定 系统 位 形 的 广义 坐标 ,使 其 在 拉 格 朗 日 评 数 中 不 显 含 
某 些 广 立 人 级 标 gi1，92，"…，9,， 盈 
L=L( gt +2 G1 2." st) 
则 sl，9z，…，9 称 为 系统 的 枉 环 坐标 〈 或 可 遗 坐 标 )。 显 然 ， 蓝 数 
L 对 于 循环 坐标 的 偏 导 数 都 应 等 于 零 ， 即 
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了 
5 
于 是 ， 对 应 钳 环 坐标 的 拉 格 朗 目 第 二 类 方程 变 为 


本 (2 上) =0 (7=1,2,.. ,1) 


=0 (= 1.2.. ,1) (6.3.14) 


di dr 
由 此 可 得 首次 积分 
HL 站 fy 一 1,2, 7) 【日 ,了 .13) 
do + 


共 中 局 为 积分 常数 ， 上 式 也 表示 的 首次 积分 称 为 循环 积分 。 
引 人 广 沁 动 量 2， 征 区 为 


_ 23L 
Mag, 
因为 L= 了 一 WV， 且 势 能 隔 数 VY 仅 基 gq, 及 1 的 函数 ， 因此 有 
FV 
dq, 
所 以 广 兴 动量 区 可 太 示 为 
_ 3 了 
Pb 9g, 


于 是 循环 积分 的 放学 傅 义 便 吕 理解 为 : 受 有 势力 作用 的 完整 系统 ， 当 
存在 循 末 坐 标 q, 时 ， 对 记 的 广义 动量 p, 保持 不 变 ， 或 广义 动量 守 
恒 - 

广 尝 动量 表达 式 的 站 埋 意 六 如 下 。 

将 近 格 斋 日 第 一 类 产程 写成 如 下 拒 式 ， 即 


JT dT 
R= + dg, (1=1,2,.…,/) 
显然 了 项 与 广义 力 具有 相隔 的 量 纲 ， 即 力 或 者 力 算 的 量 纲 。 再 将 
| 式 呈 和 牛 赎 方程 
d 
J 一 囊 


作 比 较 ， 可 见 ? 卫 与 动量 mw 在 方程 中 具有 相当 的 位 置 ， 故 陈 为 广义 


135 


动量 。 需 要 注意 的 是 ， 广义 动量 的 量 网 不 一 定 是 动量 的 量 网 ， 在 具体 
的 问题 中 ， 它 可 以 是 动量 、 动 量 算 以 及 更 广泛 的 物理 意义 。 下 面 用 两 


个 例子 来 说 明 这 一 点 。 
例如 ， 一 质点 在 重力 场 内 运动 ， 若 取 直 和 角 举 标 为 广 祥 坐标 ， 则 此 


质点 的 动能 可 表示 为 
T=m(i7 + +) 


因此 ， 对 应 于 广义 坐标 的 广义 动量 分 别 为 
| 


pr FT mi, py I my, pe SE mz 
显然 ， 在 本 例 中 广义 动 基 即 为 质点 动量 zzm 分 别 在 坐标 轴 上 的 投影 。 
再 如 ， 一 质点 在 有 心力 作用 下 运动 ， 运 动 轨迹 是 一 平面 曲线 。 取 
如 图 6-3--2 所 示 平 面 极 坐标 为 广义 坐标 (ps，gwg )， 则 上 质点 的 动能 可 
表示 为 
人 = 序 吉 (62 上 + 0202) 
因此 对 应 于 广义 坐标 的 广义 动量 


此 时 ， 广 义 动 量 户 即 为 质点 对 力 心 口 的 动量 矩 ， 而 广义 动量 py 
则 为 质点 动量 mm 在 极 坐 标 o 轴 上 的 投影 。 
例 6-~8 一 旋转 搜 如 图 56-3 一 3 所 示 。 舞 长 为 /， 摆 狂 质量 为 


图 5 一 3 一 2 


156 


nm， 用 光滑 贸 链 连结 在 铅 牌 轴 上 。 (1) 错 垂 轴 以 等 前 速度 m 转动 ; 
(2) 铝 重 轴 以 任 王 前 速度 转 副 。 试 求 以 上 两 种 情 沁 下 的 首次 积分 。 
解 : (1) 此 情况 下 系统 为 一 个 县 身上 庶 的 非 年 和 系统 。 取 摆 和 锁 重 
线 之 间 的 类 角 9 为 三 尽 华 标 。 皖 锤 的 重力 是 主动 万， 属 有 势力 ， 因 
此 系统 的 动能 及 势能 可 表示 为 
T=Fm( p+ wt?sn gp) 
WV= -melecosgp 


其 中 势能 的 零 位 置 取 为 g= 方 处。 系统 的 拉 格 朗 日 冰 数 
LL=T 一 VV= Fm + i wsin op) + ma{ eos 
由 于 系统 是 非 定 常 的 ,在 工 中 出 现 了 To 项 ， 即 
Th 一 所 ni cw sn” Lr 
又 由 于 工 不 显 含 :， 所 以 存在 能 量 积 分 
了 > 一 了 pb 十 WW 二 五 

或 

mi 的 ”一 PTEY cosg — 3 mi? wsin? gp 三 厂 


(2 者 锅 奔 输 以 任意 角速度 转动 。 此 情形 下 ， 系 统 上 共有 两 个 自由 
度 ， 取 广义 坐标 p 和 化 铅 重 轴 转动 的 角 位 移 9、 拉 格 朗 日 机 数 工 为 


L= mtg 十 08m) + gi cosw 


由 于 工 不 显 含 8, 所 以 存在 循环 积分 
-元 = 


Fa Cg 


或 
mi “sr P= Cy 
这 个 循环 积分 的 物理 意义 表示 系统 对 铅 重 轴 的 动量 第 守 便 。 
需要 注意 : 当 条 件 发 生变 化 时 ,由 原来 一 个 自由 度 的 非 定常 系统 已 


转变 为 了 两 个 自由 度 的 定常 系统 。 因 此 能 量 积分 表现 为 系统 的 机 械 能 
了 57 


守恒 ,有 即 
T+V= 上 


方略 [人 十 相好 si 的) mgicosgp=h 


6.4 拉 格 朗 日 方程 的 降 维 法 罗 司 方程 和 
惠 特 克 方 程 
在 上 一 节 中 ， 利 用 第 一 积分 ,使 二 阶 的 拉客 并 日 微分 方程 部 分 地 
降 为 一 阶 的 微分 方程 ， 在 一 定 程度 上 简化 了 上 方程 的 求解 。 在 这 节 里 将 
利用 笑 环 积分 和 能 量 积分 降低 拉 格 庙 日 方程 的 维 数 ， 妈 典 司 方程 和 和 惠 
特 克 方程 。 


6.4.1 罗 司 方程 


罗 司 于 1876 年 应 用 循环 积分 . 使 具有 大 个 广义 坐 宗 的 拉 格 说 日 
方程 降 维 ， 即 公 保 留 民 -27 ) 个 非 循 环 坐 标的 拉 格 裔 日 方程 一 一 罗 司 
方程 。 
6.4.1.1 对 让 德 变 换 

勒 让 德 变 换 是 把 以 xz 1 ,x2;,… ,I 为 变量 的 画 数 让 (zi,zr，…,z) 


变换 成 以 yi ,ys,… ,yy, 为 新 变量 的 函数 f(y ,y2,…,y,) 的 一 种 特殊 


变换 ， 了 称 为 了 的 勒 让 德 变 换 。 
设 有 一 个 二 次 可 微 的 湛 数 F(z ,rz;,… ,xs)， 且 在 雅 可 比 行列 式 
不 为 零 ， 即 


of .3 
Dr rAdxl 
: : 下 {6.4.1) 
La .. 2f 
drI19 i, dr” 
的 多 域内 存在 以 下 变量 变换 
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可 
y= (=1,2.,n) (6.4.2) 


由 于 式 (6.4.1 ) 成 立 ， 从 而 保证 了 式 (6.4.2 ) 反 函数 的 存在 ， 有 如 x, 可 
从 式 (6.4.2 ) 中 解 出 ， 得 


Xs = TY Vas Yin) (s=1,2,.°….n) (6.4.3) 
于 是 ， 定 义 了 的 勒 让 德 变换 为 
f (ys Ya Yn) = 之 ， Ty f {6.4.4) 


由 此 可 得 


a a dx, 
和 = ry ,~ 


利用 关系 式 (6.4.2)， ， 上 式 成 为 
二 x (6.4.5) 


由 些 可见， 由 勒 让 德 变 换 建 立 起 来 的 新 旧 变 其 之 间 存 在 着 一 种 互 换 关 
系 ， 即 新 变量 是 旧 冰 数 的 导数 ， 而 旧 变 量 则 是 新 函数 的 导数 。 

下 而 给 出 对 部 分 变量 进行 变 插 的 情况 。 人 假若 考 虑 函数 下 【zi,zy， 
”nztitra2s zw 其 中 部 分 变量 r.(s=1.2. ,1) 将 用 新 变 
量 % 代替， 并 且 同 时 保留 变量 全, {r= 二 1,2,…,m)。 在 此 情况 下 构 


造 勒 让 德 变换 户 (y1, yy，…,y,, 主 1, 计 ;,…, 亡 ，)， 即 可 使 上 述 情 况 扒 
广 为 


| 


五 (31 rar Yn :一 > ss —F (6 .4.6) 


下 一 ] 


于 十 有 
a aF 
= 二， z= (Cs=1],2,.",7:) (6.4.7) 
并 可 反 解 出 
Ts TY 2 Ya ) {5s=1,2,." ,1) 


在 此 情形 下 ， 新 旧 晒 数 对 保留 变量 的 山 导 煞 存 在 着 如 下 重要 性 质 ， 印 


IF aF (rr 二, 了 (6 .4.9) 


问 和 r dr ， 


现在 来 让 明 这 - -性 质 。 将 式 46.4.6 ) 两 边 对 二 求 导 ， 并 注意 到 
式 (6.4.8}， 四 帮 


r FE i - ” 2 7 4 中 下 
9F apwN FJ- Noy OF. (6.4.10) 
他 2 加 A 一 dr r | 是 


rr + 厂 


符号 对， 和 到 说 明 已 将 它们 表 走 为 变量 y 的 清 数 。 于 是 上 式 成 为 


| 人 nm 本 _ 所 - 忆 ， } | 
Ny NS) 6.4.11) 


呆 一 a 和 rr - 一 9rdr, 
2 加 国 
将 = 3 代入 上 式 ， 二 广 得 
2 三 一 oF r= 1 ,2 (6.4.12) 
3, Ar, 
本 书 在 推导 灸 司 方程 、 哈 密 顿 正则 方程 和 正则 变换 时 ， 者 用 到 了 


勒 让 德 变换 . 
6.4.1.2 罗 司 方程 的 推导 
设 有 一 完整 系统 ， 在 上 大 个 三 广 坐 标 中 有 :个 循环 坐标 ， 于 是 双 统 
的 拉 格 朗 日 画 数 为 
上 二 Lgiris dito gd 2" ,Yast) 
加 时 在 在 循环 积分 
23L _ 
aa 
现在 来 构造 上 的 勤 计 德 变 换 。 以 CO = 1, 2. ,1 站) 为 新 变量 代替 
di =1,2, 0)， 根 据 式 (5.4.67， 则 世 的 戎 让 德 变 接 


上 


L=R= Dy ai 一 革 (6.4.13) 


上 式 称 为 梦 司 函数 。 同 时 有 变换 
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j=]1,2,..,1) 


了 


3R_: 3 一 . 6.4.14 
3G 0 3G Gl2m 0 ) 


根据 勤 让 德 变 换 的 重要 性 质 以 及 式 46.4.13 ) 有 


aR, _aL 

Bo 人 

卫 : EE [zz 一 7 二 1 ,7 十 2 中 (6.4.15) 
3R_ aL 

a9, ag, 


将 以 上 各 式 代 人 拉 格 朗 日 第 二 类 方程 ， 对 于 非 循环 坐标 即 可 求 得 软 司 
方程 为 


d ,3R、 3R _ 四 加 
di 0 (Gavitl,lt2,. ,kh) (6.4.16) 


骨 由 式 (6.4.14 ) 的 第 一 式 可 得 


aR 
4 = | Ea (y=1,2,.",2) (6.4.17) 


进一步 研究 罗 司 方程 可 以 看 到 ， 由 于 罗 司 方程 与 拉 格 遍 日 方程 具有 相 
同形 式 的 表达 式 、 因 而 当 RR 不 显 会 1 时 ,同样 存在 能 量 积 分 ， 即 


> 5g,— R=h (6.4.18) 


或 将 罗 司 孙 数 写成 广义 速度 gg fi=z+l7+2, 大) 的 一 次 项 、 一 
次 项 和 零 次 项 ， 即 


R= Ri+ RI+ RR, 6.4.19) 
同 理 ， 根 据 欧 拉 齐 次 函数 定理 可 得 
Si FG, =2R2+ Ri (6.4.20) 


将 式 46.4.19 ) 和 式 (6.4.20 ) 代 人 人 式 (5.4.,18 )， 于 是 能 量 积分 又 可 
表示 为 

R;— Ro=h (5.4.21)} 
式 中 上 不 为 积分 常数 。 

对 于 一 个 完整 系统 ,如果 存在 i 个 循环 积分 ， 总 是 可 以 通过 团 司 
方法 将 原来 点 个 拉 格 请 日 方程 降 维 到 (一 2) 个 与 控 格 妆 日 方程 具有 
加 同形 式 的 罗 司 方程 。 下 面 再 介绍 一 种 利用 能 量 积分 对 拉 格 郎 日 方程 
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降 维 的 方法 一 一 惠 特 殉 方 三 。 


.4.2 囊 特 克 方 程 


1900 年 惠 特 克 仿 照 罗 阿 的 方法 ， 得 到 了 应 用 能 旺 积 分 的 动力 学 
方程 降 维 法 。 能 量 积分 为 

Dg SL= (6.4.22) 

式 中 工交 拉 格 妆 日 函数 工 (ao ,92 ,5 1 2) 当 和 柔 统 存在 


能 量 积 分 时 工 是 不 显 合 时 间 上 的 ， 于 是 可 取 任 一 个 广义 举 标 ， 例 如 
取 qi 来 代替 +t 的 作用 。 将 其 他 广 和 坐标 对 gi 的 导数 记 为 


» dyr 一 丰田 可 
gr go (r=2,3,.…,k) 


则 


-dar -dedcl_ = 
dr dt do dr Al tr 二 2,3,-…", 直 】 


将 上 述 表 达 式 代 人 工 函 数 中 ， 则 工 变 成 …… 个 新 画 数 总 ， 

L(g1s 21° ,Qk G1 82 人 (Ge 
将 上 式 两 边 分 别 对 gt.q-r=2z:3， ,不 ) 和 gs 二 1,2,…, 率 ) 取 导数 ， 
得 


和 do 和 上 
aL 总 : 光 癌 gar an > 39 (于 ) 


aag1 加 ag1 一 ag dg1 Ag1 dq’, 3a1 1 
_30_ va ?29 
5 > 4 2 (6.4.23) 
aL _ 90 9g,_ dn a ,9. ?Nn 加 
dq, 9g ad， ag’, 2 120 (rT 2,3,.0",k) 
{6.4.24) 
aL_30 (212.. 
9g 3 《3 一 1.2，… 下 (6.4.25) 
特 式 (6.4.24 ) 代 人 式 (6.4.23 ) 中 ， 
0 _3L | WEL MaLg, 
9g1 dg1 + | { ag, q1 (6.4.26) 
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现在 要 利用 能 量 积分 公式 (16.4.22)， 把 9 代 以 gd， 【rr 一 2 3,，…， 
豆 )， 则 能 量 积分 变 上 成 g1， 好 2， 和 的 方程 。 
从 而 和 解 出 

q1= fd 2 3 A G8) 


将 上 式 的 gi 代入 式 (6.4.26 ) 中 ， 3 所 形成 的 哺 数 称 为 惠 特 克 


函数 ， 用 镀 表示 ， 即 
dn 


至 (293194192 de) {6.4.27) 
将 工 式 对 吕 取 导 数 ， 有 
aWwW 3 0 F202 301 
7 二 i 才 一 -一 .4 .28 
39， 39-391 3c139 ) 
再 对 g. 取 导 数 ， 有 
空 2 已 
一 (6.4.29) 


Bg, dq/dq: 3919g, 
为 了 简 伦 式 16.4.28 7 和 式 (6.4.29 ) 的 右 端 ， 利用 式 (6.4.26 ) 和 
工 三 只 ， 将 能 量 积 分 公式 16.4.22 ) 收 写 沪 


.an 
413c 一 人 (6.4.30) 


糙 上 式 看 成 是 o1 对 az，353，…，4 和 oa，…， 和 的 芍 数 关 
系 式 ， 并 对 g', 取 导 数 ， 则 得 
39130 , PA HN 30 90 9g 
aq 39 “! adiac， “dq909, dg 36139 7 
弃 去 两 端 共 同 部 分 ， 上 式 简 萎 为 
20acg Hn _1an 
了 zi ag’, Ag199g , 32iBd ， 
于 是 式 (6.4.28 ) 变 为 


aW _ 1 30 
933 - 9139 ， 
再 将 式 46.4.30 ) 对 g, 取 导 数 ， 得 


(6.4.31) 
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3g130 ,PAI PN _ a0 ,090 
ad ad “9! agf3g, “199-991 9g- Ggr99, 
弃 去 两 端 共 同 部 分 ， 上 式 简 化 为 
a20agl FN 13 
3ag1agr 39g1391 419g; 
于 是 式 (6.4.29 ) 变 为 


aWw 130 
Ba de (6.4.32) 
将 式 (6.4.24 ) 与 式 (6.4.31 ) 比 较 ， 式 46.4.25 ) 与 式 16.4.32 ) 比 
较 ， 得 
aWw _a3L aw_13L 
gr dgr dg qi9g. 
将 上 商 两 式 代 入 拉 格 让 日 方程 


darL 3L _ _ ..。 
dag. ad 心 Cr 了 ,本 ， ,天 
得 
daw aWw_y 
dtad 139 
或 
daow aw_ .， 
do1577 Ep 0 【六 一 2，、3， ， 卡 ) {6 .4.33) 


式 (6.4.33 ) 就 是 惠 特 克 方程 。W 中 只 包含 (gqg7 93 和 gi gi 2 ， 
94)， 其 中 g| 相当 于 时 间 :一样 的 独立 变量 。 上 式 上 只 有 (一 1 ) 个 二 
阶 徽 分 方 组 ， 达 到 了 降 维 的 目的 (自由 麻 由 大 降 到 点 一 1 }。 

有 求 用 惠 特 死 方 法 进行 降 维 时 ， 首 先是 选择 某 一 广义 坐标 (gl 来 
代 蔡 时 间 参 数 1 的 地 位 和 人 作用。 如果 该 广义 坐标 (qi ) 是 非 循环 坐标 ， 
则 径 过 如 下 的 一 系列 变换 ， L(G, 92 dis ely 42", G4) = 


。 “ 2 3 » . 
(gily9az ,des 1:0 27 ”人 £)， = 到 (al，gezy Gas yz 29 娄 了 
qt， 所 得 的 惠 特 克 画 数 W 仍 将 显 售 gi。 由 于 5 在 塌 特 克 函 数 研 


中 相当 于 时 间 变 量 的 作用 ， 因 此 ， 不 可 能 从 惠 特 克 方 程 中 再 得 新 的 
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“能 量 积 分 ”， 即 不 能 继续 采用 惠 特 克 方 法 进行 降 维 。 如 果 所 选 广义 举 
标 gq1 是 循环 掌 标 ， 风 在 惠 特 克 疙 数 玉 中 将 不 显 售 gl。 此 时 ， 则 可 
以 继续 采用 惠 特 克 方 法 进行 降 维 ， 如 选 gz 代替 时 间 变 是， 形成 新 的 
惠 特 克 函 数 WW ， 并 建立 新 的 惠 特 克 方 程 ， 直 至 惠 特 克 国 数 中 不 存在 
循环 坐标 为 止 。 
一 般 说 来 ， 在 某 一 力学 系统 的 运动 微分 方程 中 ， 如 果 存 在 循环 积 
分 和 能 量 积 分 ， 就 可 以 采用 罗 司 方法 和 惠 特 克 方 法 进行 降 维 。 如 果 系 
统 的 自由 度数 为 上， 循环 坐标 数 为 上 ， 则 该 系统 的 拉 格 朗 上 日 方程 数 最 
终 可 以 从 到 个 降 到 (一 一 1) 个 。 短 要 指出 的 是 ， 相 对 拉 格 朗 日 微分 
方程 而 言 ， 循 环 积分 和 能 量 积分 可 以 降低 铂 分 方程 的 阶 数 ， 即 从 二 阶 
质 分 方程 降 为 一 阶 微分 方程 。 而 用 罗 司 方法 和 圳 特 克 方法 可 以 减少 徽 
分 方程 的 个 数 ， 因 此 是 降低 了 方程 的 维 数 。 
例 6-9 试 求 出 
”之 
T=- 二 
系统 的 运动 ， 其 中 a、5、c 和 4 均 为 实数 正常 量 ，g, ,qs 为 广 六 坐标 。 
解 : 系统 的 拉 格 庆 日 阔 数 为 
_1_ gi 
2 .a+ bo? 
由 上 式 可 见 ，g1 蚌 循 环 举 标 。 所 以 罗 司 了 渗 数 为 
R=qgipi—L cb) 


1 . 
+ 方 9， 有 一 c+ectga 


1: 
+ F422- c- dg (a) 


r 


其 中 cl 为 常量 。 将 式 {a ) 和 式 (c ) 代 入 式 (b }， 得 


R=cf(at bq) 二 93+ c+ da? (d) 
对 于 非 循环 坐标 ， 利 用 式 ( 硬 .4.16 》， 有 
g2+(2d+actyes=0 (e) 


由 上 和 式 解 击 
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gq2= Asin[ (2d + becT)! ?2+ a] Cf) 


式 中 如 和 ax 是 积分 带 量 。 
对 于 德 环 坐标 ， 再 利用 式 (46.4.17 )， 得 


可 上 
他] 一 | $a = | Gat bad)erdt (g} 


将 让 tf 代入 式 tg)， 出 有 


: 卫 
LEsin[2(2d + ci)l e+alt a 
1 


1 = Ci 二 + 方 542)z 一 


其 中 上 是 积分 常量 。 

例 56 一 10 具有 质量 为 
zl 利 m2 的 两 质点 用 一 软 
绳 连接 { 图 6--4 上 -1T)。 强 
的 中 间 连 一 劲 度 系 数 为 开 
的 弹 赞 ， 强 绕 过 一 不 计 质 
景 的 滑轮 ， 两 唐 点 可 在 光 
消 的 水 平 管 内 自由 滑动 ， 
而 管 绕 AB 轴 转 动 ， 管 对 
4B 轴 的 转动 惯量 为 ]， 试 
用 男 司 方程 建立 系统 的 运 
动 微分 方程 。 

解 这 是 三 个 自由 讼 
的 完整 系统 。 取 rl1、rz 和 8 为 广义 堂 标 ， 系 统 的 动能 


T= + 二 m+ 07) + 二 J 


2 
系统 的 势能 


图 日 一 + 一 1 


V= krt ra lo) + 如 1 
式 中 的 Vi 是 重力 势能 ， 为 一 常数 ，io 为 强 与 弹 答 的 原 长。 系统 的 控 
格 妆 日 晒 数 为 


= 六 m7 了 tr07)+ 主 ma 人 + 763)+ 士 ] 序 


-六 hk(rit ra do)? Wi 


由 上 式 看 到 8 为 循环 坐标 ， 有 循环 积分 


2 上 - zzz 7 有 十 zzar 昌 + 了 =C， 


3 
由 此 得 到 


.| CU, 
0 mirit pari+ ta) 


根据 窗 司 隔 数 RR 的 定义 ， 有 


可 - 
R= 0-L 
可由 
Ci -3 Ci 
一 一 一 一 -一 一 -一 二 Fr2+r2 一 一 ”1 
Mrit+ mors+i+ 之 开关 {mrit mardt+ 1)? 


] 


1 。 CT 
+ 一 一 一 一 一 一 一 一 
-5 m2l rs "2 六 十 ard 了 了 5 
1 cC 
2 Cmirit mri+ .7)° 
1 
tsR(ritra- to )* 一 WY 
这 样 
aR _ . diaFr 
Br 1 1 5 六) = mr 
a —- 2miriCt 


1 2 2 2 2 
dri {m1rtt+ m2r3+t+ 1) ~ Fll2r Ci mrit mar+ 7) 


— rtCiCmir?+ mar2+ -2mri /mir? + m2ars+ 1)| 


1 ,2 CI mrit mr tf)2mr ) 


J 27 (mrit mrs+ fT) 
1 — 281r 
ll 
2 mr mar (rtr in) 


一 mriCt 十 更 (rr， 十 
二 本 _ 

Cmirit mard ty 'T rz to) 
= 一 mr O* +k(rit rsa— lo) 
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代 人 人 罗 司 方程 ， 有 


他 
miriCi 
一 -一 一 一 一 一 大 + ra—t (tb) 


同样 由 罗 司 方程 得 到 


HT] 


nt ra CC? 
rr Ce) 
(mirit+ marst+ )* bri : " 


式 (b ) 和 式 (c ) 是 关于 变量 r1、r; 的 二 阶 非 线性 微分 方程 ， 由 此 解 出 
ri1、r2， 肯 代 入 式 (a )， 积 分 后 ， 
£ Ci 


一 一 侍 
0 mirit+ marst+ 


Tra 


上 


6.5 耗 散 系统 


本 节 和 将 讨论 拉 格 朗 日 方程 应 用 于 合 有 耗 散 力 的 系统 。 在 实际 工程 
中 ， 存 在 大 量 依 赖 于 速度 的 阻力 ， 恕 当 物 人 栖 在 气体 、 液 体 中 运动 时 受 
到 的 流动 介质 的 阻力 、 两 个 相对 运动 的 物体 在 其 接 甬 面 间 的 库仑 摩擦 
力 等 。 实 验 表 明 ， 它 们 都 与 相对 速度 有 关 ， 并 且 使 系统 的 总 能 量 不 断 
碱 少 。 这 种 力 统称 为 耗 散 力 。 

作用 于 系统 的 耗 散 力 一 般 可 表示 成 如 下 形式 


F,= -hf(v) (i=1,2,.,n) (6.5.1) 


式 中 5, 表示 第 i 个 质点 的 速度 ,下 表示 第 i 个 质点 所 受 的 耗 散 力 , 肯 ， 
及 乒 《zm ) 是 广义 坐标 下 速度 z 的 正 值 函数 ，n 为 系统 包 合 的 质点 


数 。 
在 完整 系统 同时 受 有 势力 和 非 有 势力 作用 时 ， 拉 格 遍 日 第 二 类 方 


程 的 形式 为 ; 
3aL、3L ， 

de (9) 3 Q, (=1,2,,k) (6.5.2) 

式 中 QQ', 表示 非 有 势力 产生 的 广义 力 。 现 在 研究 非 有 势力 为 耗 散 力 的 


情形 。 
根据 广义 力 的 定义 
i68 


2 1 , der, or: 
,= 2 F.. dg - oe Ep {6.5.3) 


为 了 计算 上 式 ， 首 先 证 明 拉 格 银 日 经 典 关 a 


将 一 fr,(g1g2r… yet) 两 边 对 时 间 + 求 导 ,得 


此 
。 oar,. dr, 
= > g++ 
ag at 


由 于 式 中 全 宇和 这 二 仅 是 广义 坐标 (9 ， 22，…，eGr J 和: 的 晒 数 ， 因 
此 将 上 武 对 '。 求 篇 导数 ， 即 得 关系 式 


AF, _dr, _ 9%, 


dg, dg, Hg 
将 上 式 代 入 式 (6.5,3 ),， 得 


-Sn 也 .< 
Qf (6.5.4) 
式 中 二 矢量 的 标 积 可 写 为 
9p, 1 3 _ lov_ 9vu, 
让 EP v77 30, ™ Ag, 
因此 有 
Q@ =- DR) 
1-1 
= - 充 2 6 | fu dv, (GB.5.5} 
邻 
= Dk fo do (6.5.6) 
辫 数 如 称 为 耗 散 函 数 。 由 于 被 积 函 数 为 正 值 函数 ， 因 此 有 
D>0 
于 是 耗 散 力 的 广义 力 
”= _ 9D 一 Pe 
Q,= -12k) (6.5.7) 


169 


正如 有 和 括 力 可 由 势能 蚂 数 米 表 水 -一样 ， 耗 艾 力 也 可 由 耗 散 酒 数 口 来 
表示 。 将 上 式 代 入 拉 格 朗 日 第 二 类 方程 ， 有 


dd .3L aL oD 
EY = 6.5.8) 
(| da 口 好 do, 1 


显然 ,对 于 作用 于 系统 的 阻力 来 说, 在 给 定 *, 和 Jf, (vw, ) 以 后 ， 即 可 瑟 


出 耗 散 耳 数 万 。 
为 了 说 明 耗 散 郴 数 的 物理 意 兴 ， 考 虑 这 样 的 阻 方 ， 即 取 
fn) = or (6.5.9) 


由 式 (6.5.6 )n[ 求 出 耗 散 商 数 
1 - HE 十 
D m+l 人 
= 元 十 ] > 
可 见 ， 是 广义 速度 4 的 (mm 1 次 完 次 函数 ， 假设 系统 的 的 


束 旦 定常 约束 ,那么 系统 的 动能 是 广义 速度 的 二 次 齐 次 函数 。 将 式 
(6.5.8 ) 两 边 乘 以 9 ， 然 后 对 下 个 方程 求 总 和 得 


(6.5.10) 


点 此 点 
~ d ,3L 1 9L. 时 1 3D. 
0 
We 
aL 3 QL. *, 3D. 
dr PE gv 加 > + 59 一 一 之， 3g d 
上 一 1] 了 


由 于 艺 = 工 - V， 日 yy 仅 是 广义 集 标 a 92:“…"'，gr 的 函数 ， 因 此 ， 
诺 用 欧 拉 齐 次 晒 数 定理 ， 和 区 二 18， 得 


dL 
$2T)- a 2 
于 是 
已 ，-- 
了 TV 二 一 2 6.5.11) 


上 惟 表 明 系 统 的 机 械 能 损失 率 的 绝对 值 等 于 两 倍 的 耗 散 画 数 ， 同 时 反 
瞻 了 耗 向 力 的 本质 是 使 系统 的 总 能 量 不 断 减 少 。 
例 6 一 11 如 图 6-5-1 所 示 ， 二 自由 度 系 统 中 ， 二 质点 的 质量 
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分 别 为 ml 和 zz ， 弹 移动 度 系数 分 别 为 到 和 类， 旧 尼 器 的 阻尼 系 
数 分 别 为 cy 和 cz， 且 与 相对 速度 的 天 小 成 正比 。 试 写 出 系统 的 耗 散 
函数 及 运动 方程 。 


解 : 溉 图 所 示 取 广义 冯 标 9 及 a 系统 的 动能 
T=3 (mdi + m2d3) Ga) 
势能 取决 于 每 个 弹 筑 两 端的 相对 位 移 ， 有 
V = [katt ha(g2 ~ gi)?] Cb) 
耗 散 画 数 D 取决 于 阻尼 器 端 点 的 相对 速度 ， 取 m = 1， 有 
i A ca(oa-502 C0) 


将 丁 、V 及 品 的 值 代 人 拉 柳 朗 日 方程式 (6.5.8)， 得 
人 
M292 C241 + C292 — R2g1 + R2g2=0 
例 56 一 12 一 空间 弹 赞 扫 (图 
6 一 5~2)， 质 点 的 质量 为 mm， 
弹 入 的 劲 麻 系 数 为 束 ， 人 必用 在 质 
上 把 上 的 耗 散 力 下 = uw*， 求 摆 的 
运动 微分 方程 。 
解 : 此 摆 为 三 企 自 由 度 ， 了 到 
六 PP 号 为 三 广 坐 标 ， 系统 的 动 
能 


(d) 
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T= 廊 m(7? + r202+ rsin? Op?) 


重力 与 弹性 力 的 势能 
VWV=C— mgrcosG + 方 RCr — ro)? 
耗 散 函 数 
D= 有 vw 
由 于 
v= (72+r202+ risin 0" gp) 
于 是 
D= 淮 (7? + v0? + risin 0 .53 
dd ,3 、 
dz 
aL 


aD 一 Prfr“ 十 r202+ risin 8* gp) 
代入 拉 格 郎 日 方程 ， 经 整理 后 ,有 
mr 十 pr 六 ”十 -202+ rp sind)— ml 2 十 rp sin 8) 


十 此 (一 r0) ~ mecosd=0 


同 理 ,得 到 对 应 于 日 和 9 的 方程 分 别 为 
mr28 +2mr 0 一 mar262singeosb + pr28(r2 + r2 0 + rg?sint0)!? 
+ mgrsind =—D 
mr psinm +2mrrepsin 0 + 2mr” 0 psingcosd 
+ pr2gsin26(r2+y202+r202sinz8) =0 
| 题 
6-1 质量 为 嫩 ， 半 径 为 > 的 均 质 略 盘 忆 在 直 杆 4 上 作 纯 滚 
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动 , 而 OA 杆 绕 口 点 以 名 前 速度 ww 在 铅 垂 平面 内 转动 ， 如 题 5 一 1 图 
所 示 。 以 :为 广义 坐标 ， 写 出 阐 盘 的 动能 。 

一 2 半径 为 尺 的 均 质 空心 贺 柱 内 龟 足 名 粗粮， 可 绕 中 心 水 平 
轴 Oz 作 定 轴 转 动 ， 绕 Oz 轴 的 转动 惯量 为 Jj。。 半 径 鸭 +、 质量 为 m 
的 均 质 阅 球 口 沿 其 内 壁 作 纯 滚 动 。 试 写 出 系统 的 动能 { 题 6 一 2 图 )。 


题 5-~1 图 题 56-2 图 

5~3 轴 AB 以 名 角速度 ww 转动 ， 质量 为 mx 的 物体 FE 可 在 与 4AB 

轴 成 30" 前 旦 与 之 固 接 的 光滑 杆 CD 上 滑动 ， 如 题 6-3 图 所 示 。 若 
C、 五 之 间 弹 千 的 缉 度 系数 为 上 ， 试 建立 物体 五 的 运动 微分 方程 。 


题 6-3 图 题 6-4 图 
6-4 半径 为 R、 质 量 为 m 的 匀 质 圆 盘 沿 抛物 线 y= 寺 az? 作 无 
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滑动 二 滚动， 如 题 5 一 4 图 所 示 。 Ow 轴 是 钻 直 的 ， 民 -as 和 1。 权 切 点 
槛 尝 标 x 作为 广 革 从 标 ， 坛 写 出 图 盘 的 拉 格 朗 日 贤 数 。 

一 S$ 一 控 长 可 随时 间 改 变 的 单 摆 如 是 6 一 $5 图 所 示 。 摆 长 的 恋 
化 规律 为 1 一 6 一 wt， 其 中 i0 为 运动 开始 时 的 皖 长 ，w 为 常 值 。 试 建 
立 摆 的 运动 微分 方 称 。 

6 一 6 题 6 一 56 导 所 未 为 一 内 中 人 台 齿 轮机 构 。 曲 柄 QA 带动 小 齿 
纶 在 男 定 大 齿轮 内 缘 滚 动 。 已 知 曲 辆 质量 为 m|， 且 为 一 句 质 杆 ; 小 
此 和 纶 质量 为 ms:、 半 径 为 >， 且 为 -- 名 质 圆 艳 友和 齿轮 半径 为 RR。 若 
曲柄 受到 一 恒定 的 力矩 M 的 作用 ， 试 用 拉 格 朗 日 方程 求 出 曲柄 的 运 
动 方程 。 


题 56-5 图 题 6-6 图 


6~7 曲柄 连 杆 机 构 如 题 6-7 图 所 示 ， 已 知 活塞 质量 为 m,， 截 
面积 为 S， 汽 和 饶 压 强 为 p; 连 杆 质量 为 mx;， 它 对 活塞 销 A 的 转动 吉 
量 为 J ,>， 杆 长 4B = 7 ， 重 心 在 C 点，AC =5b， 连 杆 的 偏 角 == 
一 B4O 很 小 ， 即 r A1&1; 曲柄 及 飞轮 的 转动 惯量 为 J;， 它 受到 的 阻 
力气 为 M， 曲 柄 长 OB = ">， 设 摩擦 及 重力 影响 不 计 ， 求 以 飞轮 转角 
P 为 三 愉 坐 标的 系统 运动 微分 方程 。 

6-3 一 质量 为 m 的 小 球 4 套 在 一 绕 铅 直 轴 BC 以 匀速 转动 
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的 光滑 圆 环 上 ， 并 用 弹 繁 与 环 上 B 点 相连 ， 如 题 6 一 8 图 所 示 。 设 图 
环 半 径 为 >， 弹 筑 莹 度 系数 为 下 ， 原 长 为 (io<2r )， 试 建立 小 球 相 
对 于 圆 环 的 运动 微分 方程 。 


题 昌 > 图 
6 -9 质 最 为 天 的 重 物 悬 挂 在 劲 度 系 数 为 下 的 弹 答 上 ， 且 在 这 
请 的 锁 直 导 板 中 运动 。 在 重 物 的 质量 中 心 处 饺 接 一 质量 为 M、 长 为 
21 的 匀 奈 杆 ， 如 题 6 一 9 图 所 示 。 若 匀 质 杆 在 欠 垂 平面 内 运动 ， 试 用 
拉 格 朗 日 方程 建立 系统 的 运动 微分 方程 。 


是 和 -8 图 是 5 一 9 图 

6 一 10 三 角 价 块 A 可 沿 水 平 光 滑 面 作 直 线 运 动 ， 模块 A 的 质 
量 为 ml， 其 上 受 有 简 谐 力 下 = Hsinwr 的 作用 (下 和 mm 二 为 常量 ) 。 
模块 斜 边 BD 上 有 一 质量 为 mm; 、 半 径 为 > 的 圆柱 体 ， 沿 BD 滚动 而 
不 滑动 ， 二 弹 药 的 劲 度 系 数 分 别 为 上 和 &2 ( 题 6 一 10 图 )。 试 建立 系 
统 的 运动 微分 方程 。 

6 一 11 质量 为 M 的 方 木 用 劲 度 系 数 为 & 的 弹 繁 与 画 定 墙 联结 ， 
并 在 水 平 导 板 . 上 上 作 无 摩擦 运动 。 在 方 本 内 控 出 半径 为 民 的 圆柱 形 空 
腔 。 空 腔 内 有 一 质量 为 mmx、 半径 为 + {r 达 RR ) 的 匀 质 圆柱 做 鞠 滑 动 的 
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滚动 ， 如 题 6 一 11 图 所 示 。 试 用 拉 格 朗 日 方程 建立 系统 的 运动 微分 方 
程 。 


题 扣 ~10 图 
6 一 12 质量 为 M、 半 径 为 RR 的 名 质 贺 总 在 斜面 上 无 六 动 地 滚 
动 ， 斜 面 与 水 平面 咸 a 和 角 。 质 量 为 着 的 重 物 用 长 度 为 上 、 不 可 伸 长 
的 无 重 绳子 攻 挂 在 圆 盘 中 心 上 ， 如 题 6-12 图 所 示 。 试 以 拉 格 朗 日 方 
程 建立 系统 的 运动 微分 方程 。 


外 


是 6 一 11 图 题 6- 12 图 
6 一 13 质量 为 M、 半 径 为 民 的 空心 圆柱 绕 其 水 平 母 线 自 由 捍 
动 ， 而 质量 为 说、 半径 为 > 的 匀 质 唤 柱 在 空心 响 柱 内 部 作 无 滑动 的 
滚动 ( 题 6-13 图 )。 试 用 拉 格 朗 日 方程 建立 系统 的 运动 微分 方程 。 
6~14 质量 为 rx、 长 度 为 7 的 名 质 杆 与 质量 为 mm, 的 与 质 贺 盘 
中 心 用 光 请 铵 链 联 结 ， 构 成 一 个 物理 摆 。 回 盘 在 水 平 导 轨 上 作 无 滑动 
滚动 ， 其 中 心 用 劲 庶 系 数 为 的 弹 移 与 固定 墙 联 结 { 题 6-14 图}。 试 
用 拉 格 庆 电 方程 建立 系统 的 运动 微分 方程 ， 并 写 出 方程 的 首次 积分 。 
6 一 15 一 光滑 铁丝 被 弯 成 报 物 线 y? =2az 形状 的 框架 .AOBA， 
它 可 绕 铝 直 轴 Oz 转动 ， 转 动 惯量 为 ]， 铁 给 上 讲 有 一 质量 为 内 的 
小 球 ， 可 沿 其 上 自由 背 动 ， 如 是 5 一 15 图 所 示 。 车 作用 于 共 架 上 的 旋 
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侦 矩 M 为 5 的 已 知 函 数 ， 有 即 M=aM Op)， 力 个 矩 的 方向 与 Oz 轴 一 
致 ，g 为 框架 绕 Oz 轴 的 转角 ， 试 列 出 系统 的 运动 微分 方程 ， 并 讨论 


其 首次 积分 。 


题 生 -13 图 题 6-14 图 
6 一 16 质量 为 可、 半径 为 R 的 齿轮 1 在 水 平 力 FF = Focoswt 
作用 下 可 沿 水 平 轴 无 摩 控 滑动， 通过 不 计 质 量 的 曲柄 3 带动 质量 为 
m2、 半 径 为 r 的 齿轮 2( 可 视 作 均 质 圆 盘 ) 在 齿轮 1 上 纯 滚动 ， 如 题 6 
-16 图 所 示 。 试 建立 系统 的 运动 微分 方程 ， 并 写 出 下 =0 时 系统 的 首 
次 积分 。 


题 6 一 15 图 题 5--16 图 是 5~17 地 
65-17 题 6 一 17 图 所 示 机 构 在 铝 改 平面 内 ， 均 质 圆 盘 A 的 半径 
RR 二 2r， 质量 M=2m， 可 绕 A 点 转动 。 均 质 圆 盘 B 的 半径 为 >， 质 
量 为 m ， 可 在 圆 上 级 A 的 边缘 上 作 纯 滚动 。 均 质 杆 AB 的 质量 也 为 x， 
所 有 镁 链 约 东 均 为 理想 约束 。 试 号 出 系统 的 运动 微分 方程 ， 并 求 其 首 
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次 积分 。 
看 一 18 在 球 坐 标 系 中 午 顿 引力 场 内 质点 的 拉 格 于 日 函数 是 工 三 


-zaoC2z[1- C 2(z2+rag2+r2sinzbp?] 于 + 之 ，mo 是 质点 静止 质 
量 ， 忆 是 光速 。 写 出 系统 的 罗 司 画 数 。 

一 19 半径 为 >、 质量 为 M 的 光 清国 环 ， 绕 着 与 圆 环 中 心口 
的 距离 为 a 的 铅 重 轴 4 如 转动 ， 轴 了 蒜 光 谓 ， 质 基 为 下 的 小 环 举 着 图 
环 运 动 ， 如 题 6 一 19 图 所 示 。 人 假定 回环 对 AB 轴 的 转动 惯量 等 于 了 ， 
试 写 出 系统 的 罗 司 本 数 。 

6 一 20 与 质 直 村 48 =2i:, 上 质量 为 到， 一 端 限制 在 铅 垂 线 上 滑 
动 ， 另 一 疯 可 在 水 平面 上 滑动 ， 如 题 6-20 图 所 示 ， 不 计 摩 擦 。 试 用 
罗 司 方程 建立 杆 的 运动 微分 方程 。 


是 5 一 19 图 题 § 一 20 图 

6 一 21 一 勺 质 贺 盘 以 前 速度 wm 绕 OE 转动 ，Oé 轴 又 镜 水 平 轴 
Or 摆动 ( 题 5 一 21 图 ), 不 计 摩 擦 和 空气 阻力 。 试 用 罗 司 方程 建立 运 
动 微 分 方程 ， 并 证 明 圆 盘 的 自转 并 不 影响 它 的 摆动 周期 。 

6-22 攻 轮 在 水 平面 内 绕 钳 垂 轴 转动 。 轮 辐 上 套 一 质量 为 wy 的 
滑 块 A .并 用 一 劲 度 系 数 为 上 的 弹 先 与 灿 心 相连 .如 题 66- 22 图 所 
不 。 已 知 羽 轮 的 转动 惯量 为 J。， 弹 赞 原 长 为 fm ， 试 用 罗 司 方程 (以 飞 
轮转 角 8 和 弹 先 伸 长 xz 为 广义 坐标 ) 写 出 系统 的 运动 徽 分 方程 ， 并 求 
短 环 坐标 的 运动 方程 。 

123 两 相同 质量 的 滑 块 与 弹 息 和 阴 尼 器 相 联 ， 如 题 56 一 23 图 
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所 太 。 已 知 弹 赞 劲 度 系 数 为 及， 阻尼 髓 的 阻尼 系数 为 c<。 所 提供 的 阻 
尼 与 相对 速度 大 小 成 正比 。 试 写 出 系统 的 耗 散 困 数 及 运动 微分 方程 。 


起 6 一 21 图 题 6-22 图 


是 5 一 23 图 
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第 7 章 哈密 顿 正 则 方程 
7.1 蛤 察 顿 正 则 方程 


7.1.1 保守 系统 的 情形 


拉 格 明日 方程 是 用 一 组 关于 帮 个 广 久 坐标 9 的 二 阶 常 微分 方程 
组 来 描述 系统 的 运动 。 方 程 的 建立 完全 依赖 于 以 (gq ,gqg,i) 鸭 变量 的 
拉 格 关上 日 画 数 工 即 工 =TLIaiaz i191192，” qi 了 ft)}， 变 量 
《oa at) 称 为 拉 格 朗 日 变量。 哈密 顿 以 广义 动量 p, 取代 广义 速度 
3， 以 (et 为 变量 ， 称 为 哈密 顿 变量 或 正则 变量 。 以 哈密 顿 丁 
数 互 代替 拉 裙 朗 日 函数 LL， 用 2k& 个 关于 广 尽 坐标 9 和 广义 动量 p， 
为 变量 对 称 整 齐 的 一 阶 常 微分 方程 组 ， 即 称 为 哈密 转正 则 方程 或 简称 
正则 方程 ， 以 此 来 措 述 系统 的 和 运动。 下面 用 哈密 顿 原 理 导 出 系统 的 哈 
密 顿 正则 方程 。 

首先 ， 利用 勒 让 德 变 换 把 以 (9,,9g,;t) 为 变量 的 拉 格 朗 日 函数 工 
亚 换 成 以 (9 四 ) 为 新 变量 的 哈密 顿 孜 数 太 。 显 然 ， 新 变量 户 代替 
归 变 量 a, 参与 变换 ， 而 同时 保留 变量 gq 及 +。 

根据 对 原 变 量 进 行 部 分 替换 的 得 计 德 变换 式 (6.4.6), 可 得 哈密 顿 
函数 


电 
H= Dpa-L (7.1.1) 
了 = 


因此 ， 拉 格 裔 日 函数 工 = 了》 pg, - 电 代 人 险 密 顿 原理 ( 式 (5.1.8))， 
J 了 = 上 
到 


+ £, < = 
3at = 站 so - Hyd =0 (7.1.2) 
fn ty 7=1 
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对 上 式 进 行 变 分 和 运算， 得 
"Dp 十 gdp, 957, 一 de 5g, }de 一 心 (7.1.3) 
tu:=1 J 中 
将 上 式 中 第 一 项 改写 成 如 下 形式 ， 即 
生 二 4 ， 
代 人 人 式 (7.1.3)， 有 


bd9, ; + rs — 2 8p, — (p,+ 5 )89 Jd = 0 
(7.1.4) 
因为 系统 在 雄 末 位 置 是 确定 的 ， 则 有 
Sgtto) =0, g(t1)=0 《了 .1.S) 


于 是 有 
rs I)5p, ~ (Cp, + 50)59, Jd =0 {7.1.6) 


根据 广义 动 基 的 定义 p53 ， 由 蔓 让 德 变换 可 得 
1 


, _3H8 


dap, (7.1.7) 


因此 式 (7.1.6} 成 为 
| Si 8, + HE)8g, Jd = 0 (7.1.8) 
tn:=1 中 


对 于 完整 系统 ,由 于 5g, 是 相互 独立 的 ， 且 可 任意 取 值 ， 因 此 向 
使 上 式 成 立 ， 必 有 
dH 


Pp = 到 {7.1.9) 
联 立 式 (7.1.7) 和 和 式 (7.1.9)}， 即 得 关于 变量 (9,, 记 ,,:) 的 哈密 顿 正则 
方程 
. _ af 
TY ap, 
_ 3 (7 =1,2,.…,k) {7.1.10) 
办 二 99, 
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把 运动 方程 的 拉 格 朗 日 形式 和 哈密 顿 形式 加 以 对 比 ， 可 以 看 到 ， 
元 论 是 拉 格 朗 日 函数 L(g,,9,,i) 还 是 哈密 顿 冰 数 电 (g, ,pp,,t:)， 都 可 
看 作 是 系统 的 描述 函数 。 更 确切 地 说 ， 拉 格 并 日 函数 L(g,,9,,t) 包 
全 了 位 形 空间 中 横 述 系统 运动 的 全 部 特征 ， 而 哈密 顿 函数 HH(9g,,p,， 
i} 则 包含 了 相 空 间 中 描述 系统 运动 的 全 部 特征 。 因 此 ， 可 以 说 哈密 顿 
原理 、 哈 密 顿 正则 方程 和 拉 格 朗 日 方程 是 互 为 等 价 的 。 

需要 指出 的 是 .正则 方程 式 (7.1.10) 中 的 第 一 组 训 个 方程 是 从 
纯 数 学 意义 上 的 勒 让 德 变换 而 得 来 ， 并 不 是 来 自 于 哈密 顿 原理 ， 所 
以 ， 它 不 代表 系统 运动 所 遵 播 的 动力 学 规律 ， 它 表示 的 是 变量 之 间 的 
变换 关系 。 而 第 二 组 方程 则 是 应 用 哈密 顿 原理 而 得 到 的 ， 因 而 它 上 反映 
了 系统 所 应 遵 轿 的 动力 学 规律 。 将 这 二 组 方程 结合 在 一 起 ,形成 一 对 
完全 对 称 整 齐 且 变量 具有 同等 地 位 的 2 个 一 阶 方程 组 ， 这 一 特点 不 
仅 在 动力 学 系统 的 理论 研究 方面 〈【 例 如 非 线 性 动力 系统 的 研究 ) 比 拉 
格 朗 日 方程 更 具 优 越 性 ， 而 且 为 现代 量子 力学 和 统计 力学 等 的 研究 所 
人 殿 了 便利 的 理论 基础 。 

现在 讨论 哈密 顿 函数 的 物理 意义 。 

为 改写 


由 
H= 之 ,Pi 一 工 
中 的 第 一 项 ， 将 广义 动量 的 定义 乌 = 3 池 代 人 ， 并 利用 欧 拉 齐 次 函数 
定理 ， 有 


H=(2L2+ Li}- (Lt+L+L,o) 
根据 式 (6.3.10) 知 ， 上 式 可 以 写成 
H=T To+Vv (7.1.11) 


与 广义 能 量 的 表达 式 对 照 可 知 ， 了 哈密 顿 酉 数 与 广义 能 量 相 同 。 
如 果 是 保守 系统 ， 则 了 = T，，Ti=0， 因 此 
H= T+V 7.1.12) 
亦 即 哈密 顿 函 数 等 于 系统 的 总 机 械 能 。 
再 来 讨论 哈密 顿 函 数 对 时 间 上 的 导数 。 将 玉 对 时 间 * 求 导 
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dH _ "aH, | 39H, ) + 9H 
Og + ap) + a 
将 式 (7.1.10) 代 人 上 式 ， 得 
是 
a = pe 2 2H 3H, 2 一 3 (7.1.13) 
了 = 上 


aq, ap, 3p, D9， 本 


由 此 可 知 ， 哈 密 顿 函数 五 对 时 间 * 的 偏 导数 等 于 五 对 时 间 + 的 全 导 
数 。 即 表明 ， 哈 密 顿 函数 日 随时 间 : 的 变化 与 系统 的 状态 变量 9 、 户 
(j= 二 1，2，…， 包 ) 无 基 ， 只 与 百 是 否 显 含 时 间 上 有 关 。 


7.1.2 非 保 守 系 统 的 情形 


系统 除 有 势力 以 外 还 存在 非 有 热力 作用 的 情形 。 在 哈密 顿 原 理 的 
一 般 形 式 
(az + 8W)di = 0 (7.1.14) 


中 ， 系 统 的 所 有 主动 力 的 虚 功 5W 可 写成 如 下 形式 ; 

SW -~ 8V+ >,Q'g, 
其 中 ， 一 8V 和 谊 ,Q'8g, 分 别 表示 有 势力 和 非 有 势力 的 虚 功 。 将 上 
式 代 人 式 (7.1.14)， 得 


1) rf < 
| (ST -8V + DQ’ 89 di = | (BL + DQ'8g)d 
sn 1-1 in 1 


将 工 = 之 ;pi -百代 人 上 式 ， 并 进行 变 分 运算 ， 得 


5 . . 3 3 五 , 
上 (pg, + gdp, 一 5 3 一 jg 39 + Q'Sgydt = 0 
利用 式 (7.1.4) 和 式 {7.1.5) 有 
r=, aH . 3H ， 
-em - (6+ -Qldt=0 


来 用 与 前 面 同 样 的 作法 ， 即 可 得 到 存在 非 有 势力 作用 时 的 哈密 顿 正 则 
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方程 


_aH 
4 Aap, 

. 93H , ,,. 

pT ag! {7 二 1,2,-… ,大 ) {7.1.15) 


式 中 Q@', 为 系统 的 非 有 势力 对 应 于 4 的 广义 力 。 

例 7-1 试用 哈密 顿 正则 方程 求 出 水 平 弹 移 质量 振动 系统 的 运 
动 微分 方程 。 

解 : 设 质量 为 rx ， 强 赞 讶 度 系数 为 有， 如 图 了 一 1 一 1 上 所 示 , 该 系 
统 汐 一 个 自由 度 的 保守 系统 。 


图 7--1-1 


取 弹 秆 等 于 原 长 is 时， 质量 位 置 O 为 x 坐标 辆 的 原点 ， 取 x 为 
广义 坐标 ， 如 势能 零点 取 在 弹簧 原 长 位 置 ， 则 系统 的 势能 了 = 十 
Er 因此 系统 的 拉 格 朗 日 铺 数 


二 二 一 VvV= il- Lk? 


2 2 
求 得 广义 动量 
Pr 5 WIT 
因此 


计算 哈密 顿 极 数 H， 人 


H= pr-—L= pr -( 汝 ks ?一 二 kx?) = = 2 和 
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可 以 看 出 ， 由 于 是 保守 系统 , 故 互 = 工 +Y 代表 系统 的 机 械 能 量 ， 
求 得 吾 后 ， 按 式 (7.1.10) 写 出 系统 的 正则 方程 


由 上 二 式 消 去 户 -， 得 到 系统 运动 微分 方程 
mr+t+ Rr 二 0 

例 7-2 水 平 直 管 以 匀 角 速度 co 绕 铅 直 
轴 族 转 。 管 内 放 有 用 弹 赞 相 联 的 两 相同 质量 
m4 的 小 球 。 小 球 可 沿 直 管 无 摩擦 地 消 动 。 已 
知 弹 自动 度 系数 为 k， 原 长 为 1， 试 写 出 系统 
的 哈密 辆 正则 运动 方 姓 。 小 球 尺 寸 略 去 笛 计 。 

解 : 直 管 是 加 于 系统 的 动 约束 。 取 小 
球 相 对 于 直 管 的 坐标 | 和 为 独立 的 广 
兴 上 坐标 ， 如 图 7-1-2 所 示 。 系 统 是 两 自 
四 度 的 完整 系统 ， 小 妹 所 受 的 主动 力 拘 为 
有 势力 (重力 和 弹性 力 ?， 磷 可 应 用 正 刚 方程 式 (7.1.10)。 

先 来 构成 系统 的 哈密 顿 孙 数 。 已 知 总 动能 


图 7 一 1 一 2 


T= 计 m(2I+ zfw?) +m(z+ ao2) {a) 
热能 
V = ci) 《by》 
拉 格 朗 日 函数 


了 一 了 工 一 Y= 半 me[23+ to (xtt 3)]— H(z zi 2 
(ce) 
可 以 算出 各 广 灾 动量 


aL . aL . 
Pi Fi Mri P2 ~ gi ™ mr2 (d) 


1853 


故 有 
:z= (e) 


TT1™ 2 
1 nm 了 nt 


于 是 可 以 写 出 系统 的 哈密 顿 郴 数 
H= pzit pat2— GLzt+ta3to (zt 3)] + Fk(r2— 1 一 人 
《下 
以 正则 变量 表示 ， 有 
H=3- (pit pl) -Tmo (rtt ri) +3k(r2— zi 1)? (g) 
根据 式 [7.1.10)， 可 以 写 出 系统 的 正则 运动 方程 
: PF : 2P2 
Tl 座 ， Ht Ch} 
pi= mo rit k(tr— x I) ,pa= me rr R(T2— ri1— 8) 
这 是 一 组 关于 正则 变量 (ziyzaz.pi,az) 的 一 阶 常 微 分 方程 。 在 给 定 运 
动 初始 条 件 (x ?x3 ,py, 记 9) 以 后 ， 不 难 解 出 各 正则 变量 作为 时 间 的 
函数 。 
系统 昌 然 受 非 定 常 约束 ,但 五 中 并 不 显 含 上、 故 有 广 立 能 量 积分 
了 > 一 了 nm 士 WwW 二 瞩 ， 它 是 正则 方程 组 (8 的 一 个 首次 积分 。 这 里 ， h 的 值 
雇 定 于 系统 的 运动 初始 条 件 。 令 式 (g) 右 端 等 于 六 就 得 到 这 个 首次 积分 
的 表示 式 。 有 关 正 则 方程 的 首次 积分， 将 在 下 一 节 中 和 作 详 细 讨 论 。 


7.2 哈密 顿 正 则 方程 的 首次 积分 


如 同 拉 格 朗 日 方程 的 求解 一 样 ， 降 低 方程 的 阶 数 和 维 数 是 简化 方 
程 以 便于 求解 的 重要 途径 之 一 ， 而 系统 的 首次 积分 是 方程 降 阶 和 隆 维 
的 基础 。 因 此 对 于 正则 方程 而 言 ， 同 样 需 要 讨论 首次 积分 的 问题 。 现 
在 分 析 能 直接 求 出 首次 积分 的 几 种 情况 。 


7.2,1 能 量 积 分 


哈密 顿 钞 数 万 不 显 含 时 间 :， 即 全 -=0 的 情况 。 由 式 (7.1.13) 
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可 得 


uz 2t 
积分 上 式 则 有 三 = 上 (常量 )， 由 式 (7.1.11) 知 哈密 顿 函 数 可 写成 
H= 1, 一 了 0 十 Ll 
于 是 哈密 顿 正 则 方程 的 能 量 积 分 为 


dH -2 号 -0 


H= TT — Tyt+t 太一 贞 (7 了 .2,1) 
如 果 是 保守 系统 则 工 =T，T=D， 因 此 
H=T+V=h {7.2.2) 
亦 即 能 量 积 分 等 于 系统 的 总 机 械 能 。 
7.2.2 和 梓 环 积分 
根据 哈密 顿 匡 数 的 定义 


H(ig,p,t) = DD pg (gq,p,t) — Lla,gtq,p,t),t] 
对 某 一 广义 坐标 gw 求 偏 微分 ， 得 
3H AN， 9g [2 、 or og | 
2 A gi - 之 39， dg 
将 广义 动量 的 定义 户 = 3 六 代入 上 式 ， 于 是 得 
aH. _3L 


ac 38g 
因此 ， 如 果 在 拉 格 朗 日 函数 中 存在 某 些 循环 坐标 gq;,， 则 在 哈密 顿 销 


数 中 有 相同 的 循环 坐标 gq, 存在 。 


(7.2.3) 


设 gl， 2 ”9 如/ (i) 为 循环 掌 标 ， 枢 据 循环 坐标 的 定 沈 ， 
gi 三 1,2,… ,2) 不 显 含 在 拉 格 朗 日 盘 数 中 。 由 上 述 结 论 ， 则 哈密 顿 
前 数 可 表示 为 


H= Higiris gr sr de Pls pas''rs past) 
根据 正则 方程 有 


P= -3 -0 {=1,2,.,1) (7.2.4) 
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于 是 得 ! 个 循 球 积分 


p= ti, C1 二 =| ,2,.… ,1) {7.2.5) 
利用 循环 坐标 串 对 哈密 辆 正则 方程 进行 降 维 ， 将 上 式 代 人 哈密 顿 
晓 数 得 
H= Hg diras Ae Cas Cr Prrps Petra Pert) 
{7.2.6) 
此 时 只 内 顿 目 几 方程 六 
a3H 
9 3p, 
p= -3 C7 【7 了 .2.7) 
对 于 御 环 坐标 ， 有 
9, 二 (HF) et = 1,2,,) 
积分 上 忒 ， 得 
= | 有 (7.2.8) 


式 中 C” 为 积分 常数 , 

由 此 可 见 ， 车 系统 存 主 ! 个 循环 坐标 ， 则 哈密 顿 止 则 方程 可 从 原 
2 天 个 减少 到 (2 一 2 站 个 。 因 此， 对 于 -个 力学 系统 ， 和 希望 能 找到 尽 
可 能 多 的 循环 坐标 ， 循 环 坐 慰 越 多 。 对 于 方程 的 求解 就 越 有 利 。 
7.2.3 五 中 不 显 含 某 些 广 尽 动量 的 情况 


设 pi，p2，-…，pi (1 之) 不 显 全 在 百 中 ， 则 哈密 顿 郑 数 可 雪 


H= Hg ga Gps 1 {7.2.9) 
则 
3H 
ve = 0 
中 六， 【7 一 1,2, 7) 
9 二 全， (7.2.10) 


将 式 (7.2.140) 代 人 式 (7.2.9) 得 
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H= HG, Cas eC Gy 

糙 上 式 刁 式 (7.2.6) 化 较 ， 可 知 此 人 情况 问 样 可 将 原来 2& 个 一 阶 
微分 方程 降 为 (2& 一 2 个。 

例 7-3 于 心 圆 管 OA 绕 条 下 
轴 在 水 平面 内 转动 ， 它 对 口 轴 
的 转动 惯量 = me， 质量 为 如 的 
质点 M 在 贺 管 内 冯 动 ， 设 质点 受 
引力 F,= 一 的 -的 作用 ， 式 中 是 
夺 点 到 转轴 O 〇 点 的 矢 究 ,jy 是 常 
煞 ， 如 疼 7 了 -2-1 所 于 。 试 列 出 系统 的 哈密 顿 正 则 方程 并 求 首次 积分 . 

解 : 系统 有 两 个 自由 度 ， 选 极 坐 标 >、g 为 广 浆 坐标 ， 则 系统 动 


及 


图 7 一 2 一 1 


能 
开 = 六 .Jn 人 2 + 六 凡人 (六 十 mp) 一 m+ (r+ a ) gp?] (a) 


广 世 动量 六 


二 可 . 
p= mr pe TE = mr td )y Cb) 
关系 统 为 保守 系统 ， 则 险 密 顿 函数 
- -oa ee 
H= T+V 3 2 + Ee Ce) 
代 人 正则 方程 ， 得 到 
-HP ,98 pe 
Ap, mm’ 和 pp, m{r:+d:) (dy 
oa 六 六 fem -~ -20 
" dr mrtad) rr? "Pr dg | 


由 式 {e) 可 知 ，p 为 循环 坐标 ， 则 存在 循环 积分 ， 即 广义 动量 守恒 ， 
有 

po 一 mm(r*+d*}w 一 常量 
又 因 2 =0， 则 存在 广义 能 量 积 分 ， 即 机 械 能 守 桓 ， 有 


Mr 
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了 :+ Pe ) Lm 
2ne Pr r+ dad 六 
7.3 ” 泊 检 括号” 泊 松 定理 

具 上 一 节 的 讨论 可 以 看 到 ， 系统 的 首次 积分 为 方程 的 求解 提供 了 


方便 。 困 8 此 ， 尽 可 能 多 地 找 出 系统 的 首次 积分 是 我 们 感 兴趣 的 问题 之 
一 。 本 市 将 讨论 利用 浪 松 方法 ,从 已 求 出 的 首次 积分 中 去 寻找 新 的 首 


次 积分 。 


7.3.1 泊 检 括号 
说 pp、 四 是 gj，92 和 Bi， Pz，"…，ps; t 的 函数 ， 即 
P= pg pt) 
p= Sg, pst) or (7.3.1) 
则 泊 松 揪 号 (PP , 划 ) 定 义 为 
Cp,8) = > 了 (7.3.2) 


根据 泊 松 括号 的 定义 ， 可 以 得 到 如 下 重要 性 质 。 
《1) 着 数 C 与 任意 函数 p 所 组 成 的 泊 检 括 导 为 零 ， 即 


(Cp)= — (8,C)=0 (7.3.3) 
(2) 两 个 相同 函数 所 组 成 的 泊 松 括 导 为 零 ， 即 
【 六， 扩 ) 一 发 贡 ， 扩 日 (7.3.4) 


(3) 组 成 泊 松 括号 的 两 个 函数 交换 顺序 ， 则 与 原来 的 差 一 个 负 
导 。 即 


(p= -s,m) (7.3.5) 

(4) (pH)= Cp p= wp,) (7.3.6) 
(5) Co, -8 =|l* 当 := 

2: 3 Pp,) = 全， 10, 当 ;二 ， (7.3.7) 

《6) 车 Pp 二 9 (7.3.8) 
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则 


(pp,0) = >,Cp,:y) 
一 (7.3.9) 
(yj,w) = (Vp) 


(7) 泊 松 括 导 服从 代数 分 配 律 ， 即 
(Co pt pa) = pp + (pp, p22) (7.3.10) 


(8B) Coppa) = (po pW tp, pp (7.3.11) 
) (P= +) (7.3.,12) 


(10) 如 时 上 = Bg pst)t7 二 1,2,… ,上 )， 旭 有 泊 松 恒等式 或 雅 
可 比 异 等 式 

(Dp) +t + ,m0 (7.3.13) 

以 上 性 夺 (1) 一 (5) 是 显而易见 的 ， 性 质 (6) 一 (9) 作 为 习题 由 读者 自 


证 。 下 面 我们 给 出 性 质 410) 的 证 明 。 
根据 沂 松 括号 的 定义 和 社 质 (9)， | 即 


(90 = = 沁 [ 强 好 FAL 5 57(9， 2) | 


3 六 下 rAd Call 


疡 | 时 [| 

pA (中 末 -了 这 和 )] 
dg L\9p9g, 3p, 23 9q ap? 9p, 3p,39, 
ae 


(2 3 一 天 “多 2)+ (名 | 
9p, 3p, dgaap, do0, 口子 
- 袜 | 品 Fp 30 Fp 0 dp9 FY aap Fy 
og, 下 9p, ac 六 dg dg 99 aps dg 3p 9p9g 
ED a a 好 2 
Pt 20 Pa 99 ap oy + SE SmoYy 
ap, dg 9p, ap, dq3p, dg 9p, 89 9g99p, 3p, 9p, 9g’ 
只 需 将 上 式 中 8383、P、 攻 进行 轮换 ， 就 可 求 出 恒等式 中 的 第 二 、 
三 项 ,将 所 有 展开 项 相 加 后 ， 时 可 得 证 。 
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7.3.2 用 汽 松 括号 表示 的 正则 方程 


根据 泊 松 括号 的 定义 ， 有 


"lap aH 9p, 9H 
‘p, 1 v= CE 3p, 9 p, dg, 


其 中 
ap _ S12 Pg 1 (73.15 
dq, 0 (7 1 .天 Dr 0 , 当 52; ) 
因此 
(pH)= (7.3.16) 
同 理 可 得 
_aH 
(FH)- 3p (7.3.17) 
当 一 完整 系统 受 有 势力 作用 时 ， 其 正则 方程 为 
: _ 3 : _ 23 瑟 


Lap” P77 ag (j=1,2," ,8) (7.3.18) 


将 式 (7.3.16? 和 式 47.3.17) 代 和 大， 于 是 得 到 用 泊 松 括 导 表示 的 正 旬 方 
程 ， 即 


4,=(g,,H) 
p,=(p,,H) (7 = 1 ,2,.",&) {7.3.19) 
显然 ， 正 则 变量 9 、p, 在 数学 上 处 于 完全 相同 的 地 位 。 
如 果 已 求 出 系统 的 首次 积分 为 
Fg das er Pir pas Pest)}= (7.3.20) 


则 


df _ af (27 do 27 dp) 
de = + 之 3g dt + 3p, dt = 0 (7.3.21) 


由 于 首次 积分 为 正 出 方程 的 一 个 解 ， 因 而 式 (7.3.21)? 中 的 变量 gq、 
户 , 都 满足 正则 方程 ， 将 正则 方程 代入 ， 得 
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汉 - 半 区 六 = 3.22 
于 -六 + 次 ( 半 3p. Do 0 {7.3.22}) 


利用 泊 松 播 导 ， 则 上 式 可 写成 
Sf + (fH)=0 (7.3.23) 


上 式 吧 为 正则 方程 的 首次 积分 所 应 满 号 的 充分 此 要 和 条件。 如 果 了 不 
显 舍 时 间 上 ， 则 式 (7.3.23} 成 为 
(Ff,H}=0 (7.3.24) 

由 此 可 虹 ， 利 用 注 松 括号 可 以 判别 系统 的 首次 积分 ， 反 之 也 提供 了 求 
正则 方程 首次 积分 的 方法 。 

例 7-4 质量 为 如 的 质点 M 在 稳定 有 势力 场 中 运动 ， 其 势能 函 
数 VW 二 V(x,y,z)， 试 求 它 对 直角 坐标 系 Oryz 的 三 轴 的 动量 矩 工 .、 
L,、I, 号 哈密 顿 阔 数 昌 所 构成 的 泊 松 括号 : ( 工 . ， 五 7)，( 工 ,， 五 )， 
(L., H)。 

解 : 取 x、y、z 为 广义 于 标 。 因 为 是 保守 系统 .哈密 顿 函 数 末 
三 了 醋 十 WW， 而 广义 动量 


Pr mr, py= my, pre= mz 


所 以 
H =Fm(i2+ yt) + V(r,y,z) 
= pL pot pi) + V(r,y,z) 
而 此 质点 的 动量 算 
工 - 一 yz 和 zmy = yp, 加 zp, 
代 人 人 式 {7.3.2) 得 


LaHNH 3931, aH 3L, aH _9L.9H 


(LH)- a ps dp. ar dy ap, ap, dy 


,9L9H 3L.9H 


dx ap, Op, de 


av 4 
Fp - 


1 
-0 0+ pp + 
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Bh 


Br ay 
(并 rz, 五 ) du dx” 


因为 对 于 广 记 坐标 x、w、<z 的 广 妆 力 F,、F,、 下 , 与 势能 函数 
V 有 如 下 关系 


2 9Vv 四 
FF 二 一， 了 5 ， 了 :二 字 这 
这 样 
(CL,,H)= — zxF,+ yrP, = m,(F) 
同 理 可 得 


(L,,H)=m,(F) 
(L.,H)= m.(F) 
式 中 (FY、my( 下 } mrs(FF) 分 别 为 有 势力 下 对 x、»wx、z 三 轴 的 力 
知 。 如 果 有 势力 FF 是 有 心力 ， 并 令 坐 标 原 点 取 人 在 力 心 ， 则 
mr}=0, mlF}=0, mm.(F)})=0 
因此 
(L,H)=0, {LL,,H)=0, (LL,.,H)}=0 


接 式 (7.3.24) 可 知 

L,=C, LL.=0,, 工 =C; 
为 正则 方程 的 首次 积分 ， 即 质点 M 在 运动 过 程 中 工 -、 工 ,、 工 -都 保 
持 恒 景 ， 这 实际 上 就 是 熟知 的 质点 在 有 心力 作用 下 运动 时 ， 对 力 心 的 
动量 亿 在 三 个 直 前 坐标 转 方 向 分 别 竺 恒 ， 


7.3.3 匠 松 定理 


己 痉 图 数 gp (C94, ga gpl bas sprest) = Cl 和 下 数 由 {ai， 
qz pi Pa Pest) 三 Cy 是 正则 方程 的 首次 积分 ， 则 了 录 数 (vw， 
二 C3 也 是 它 的 首次 积分 。(g ,由 ) 为 滑 数 gp 及 所 枸 成 的 泊 松 括 
导 。 这 就 是 泊 和 松 定 理 ， 又 称 雅 可 毕 - 泊 松 定理 。 

证 明 : 已 Carrgav vr ges pir Par spast)= CM (Cg, gq, 
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,pt 和 2 是 正则 方程 的 首 疾 各 分。 因此， 满足 式 


de Pl Pa 
(7 了 .3.2371， 即 
中 _ 3 一 
5 +(yp,H)=0, 了 t+ (WH) 0 
因此 有 
(pH)= -3 ($y,H)= -3 (7.3.25) 


由 级 数 互 、9p、 多 构成 的 泊 松 恒等式 为 
(Hip pt tp (pH (H, pA0 (7.3.26) 
将 式 t7 了 .3.25) 代 A 入 上 式 ， 并 利用 泊 松 括号 的 性 质 (3) 和 和 性质 (4) 得 


可 3 
(CH,(¢,H))+ (下 ,+ (4,32)=0 
再 利用 性 质 49) 合 并 上 式 中 的 后 两 项 站 性 质 (37， 则 有 


(C9,9),H)+F(p,y) =0 


由 式 47.3.23) 可 知 ，(p，, 节 ) = Cs 也 是 正则 方程 的 首次 积分 。 定 理 得 
证 。 
车 系 统 存在 能 量 积分 瑟 = 产 ， 且 已 知 另 一 首次 积分 p (q,,p,,t) 
=C， 则 由 泊 松 定理 可 得 59, 五 )= Cl 也 是 正则 方程 的 首次 积分 。 
国 此 ， gp (gg ,Pt) 二 人 局 洪 足 式 (7.3.23}， 有 


Ed _ 


即 


2=-(g,H)= -Ci 
上 式 说 明 ， 若 系统 存在 能 量 积分 ， 则 正则 方程 的 首次 积分 对 时 间 
的 导数 隐 ~ C2 亦 是 其 首次 积分 ;推广 下 去 ， 丽 数 2 多 C3， 全 旬 - 


dar 
C4， “也 都 是 首次 积分 。 
值得 注意 的 是 ， 应 用 泊 松 定理 求解 首次 积分 时 ， 似乎 只 要 已 知 正 
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则 上 方程 的 珊 个 首次 积分 ， 熏 可 连续 应 用 泪 松 定理 求 出 正则 方程 的 全部 
首次 积分 ， 但 事实 并 非 恕 此。 因为 用 这 样 的 方法 得 到 的 积分 常 请 为 原 
各 分 的 线性 组 全 三 但 等 式 , 不 是 独立 的 ， 因 此 ， 不 能 中 它 表 求 出 新 的 
首次 积分 冉 者 ,如果 {pg, 风 ) 三 0 时 ， 也 不 可 能 得 到 新 的 积分 
没 /1 ，/2，-…，f. 是 正则 变量 g,、p, 的 活 数 ， 它 们 是 正则 方程 
的 一 组 首次 积分 。 茶 
天， 一 小 《DrsI1L2 3) 
财 各 不 能 让 这 组 首次 积分 得 到 新 的 首次 积分 ， 称 这 样 的 一 组 积分 为 内 
族 积 分 系 。 例 如 ， 不 受 力 作用 的 自由 质点 ， 它 的 能 量 积分 和 三 个 动量 
积分 成 为 内 旋 积 分 系 - 
例 7-5 质量 为 mr 的 质点 用， 受 有 心力 的 作用 ， 如 权力 心 为 坐 
标 原 点 口 ， 则 质点 运动 时 对 Oz 及 Oy 轴 的 动量 矩 守恒 ， 试 用 泊 松 定 
理 证 明 质 点 M 对 Oz 轴 的 动量 和 矩 了 岂 守 便 。 
证 明 : 取 质 点 M 的 直 前 坐标 x+、vyv、z 为 广 闵 坐标 ， 按 质 点 对 
7 加 及 Oy 轴 动 量 和 失守 丛 条 件 ， 得 到 它 的 正则 方程 的 二 个 首次 积分 
L;, = ym 一 zmy = yp 一 2py=a 
L,= mr 一 rm 一 zp, ~ rp, = 6 
式 中 工 ,、 上 , 分 别 表 示 质 点 对 上 轴 和 yy 轴 的 动量 矩 ， 根 据 浪 松 定理 
知 ，( 工 ,, 工 ,) =C 必定 是 其 首次 积分 ， 即 
aoL oaL, 可 9 工 ， 加 口号 
Br Bp. -5 ar Tf 5 5 
,99L, LaL， 
de op, Hp, A 
= Xp, ypr = 1, 
L: 为 质点 M 对 Oe 条 的 动量 算 ,因此 证 明 工 .= 口 , 即 质点 M 对 Os 轴 
的 动量 第 守重 。 
7.4 正则 变换 


对 于 一 般 的 力学 系统 .由 正则 方程 建立 起 来 的 系统 运动 微分 方程 
入 往 是 非 线 性 的 。 而 非 线 性 微分 方程 的 求解 具有 较 大 的 困难 ,一 直 是 
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{LL, :y= 


大 们 研究 的 重 可 课题 。 从 上 两 节 可 知 ,车 系统 存在 i 个 循环 坐标 , 则 蛤 
密 顿 正则 方程 可 从 原 2& 个 减少 到 (2k 一 2 四) 个 ,并 可 以 得 到 /个 首次 积 
分 ,这 就 为 方程 的 求解 提供 六 有 效 的 方法 。 因 此 ,系统 中 存在 更 多 的 循 
环 举 标 对 于 方程 的 求解 有 着 重要 的 意义 。 正 则 变换 的 目的 就 在 于 通过 
变换 寻 坊 新 的 哈密 顿 画 数 ,使 其 具有 更 简洁 的 形式 和 更 多 的 循环 坐标 ， 
也 意味 着 能 得 到 系统 更 多 的 首次 积分 , 且 保 持 正 则 方程 的 形式 不 变 。 


7.4.1 正 财 变换 


描述 一 个 力学 雁 统 可 以 采用 不 同 的 广义 坐标 。 如 g1 ,9g2,…,q。 和 
i204 ;而 二 者 之 间 存 在 一 定 的 变换 半 系 , 即 


= (gg st) (7 =1,2,.… ,此 ) (7.4.1) 
上 述 变换 是 将 一 组 旧 广 文 坐标 q!，gq;，…，g 所 确定 的 位 形 空 间 中 
的 一 个 点 ， 变换 到 一 组 新 广 记 坐标 1 局 2 ， 四 人 所 确定 的 位 形 


空间 中 的 一 个 点 。 因 此 ， 这 种 变换 称 为 点 变换 。 对 一 个 力学 系统 来 
说 ， 拱 述 它 的 拉 格 朗 日 方程 是 不 会 随 此 系统 广义 坐标 的 选择 不 疗 而 改 
变 它 的 形式 的 。 因 此 ， 点 变换 不 会 影响 拉 格 朗 日 方程 的 结构 。 

在 哈密 顿 正 则 方程 中 ， 是 以 正则 变量 (9,,p, ,1)(j =1.2,… 有) 来 
描述 系统 的 运动 的 ， 即 


| 3 {1=1,2,..…, 上 ) 7.4.2) 
Dy ag, 
也 就 是 说 ， 除 了 广 文 坐标 g 以外， 还 有 广义 动量 p 也 被 看 作 是 独立 
变量 。 因 此 ， 新 归 变 量 之 间 的 变换 包含 了 广义 坐标 和 广义 动量 。 可 以 
把 一 组 由 变 量 9,、p, 变换 到 一 组 新 变量 Q,、P, 之 间 的 变换 方程 写成 
= ,gg 9 Pls pa prst) 
DP,=P,(g1,92. "gr; pis Pas s Pest) } 


(7 一 1,2，… ,大 ) 


{7.4.3) 
通过 上 述 变换 ， 使 旧 的 哈密 顿 函 数 百 = 砷 (9g,p,i) 变 措 到 新 的 哈密 顿 
晃 数 互 " =(《Q,P.i)， 且 保持 正 财 方程 的 形式 不 变 ， 即 
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Q,= 3 
EP 
" (7 三 1,2,… ,外 》 (7.4.4} 
p oH’ 
J 总， 


这 种 变换 ( 式 47.4.3)) 称 为 正则 变换 。 变 量 外 、 已 仍 称 为 正则 变 
量 或 共 斩 变 量 。 显然 ， 这 样 的 变换 定义 了 和 相 空 间 之 疤 的 变换 。 然 而 和 相 
空 疝 的 变换 与 点 变换 不 周 、 并 不 是 所 有 的 变换 都 是 正则 变换 ， 而 非 正 
到 变换 并 非 所 需 。 进 行 变换 的 昌 的 是 用 求 变 摸 后 欧 喻 密 顿 硝 数 的 形式 
更 加 简洁 ， 并 含有 更 多 的 循环 坐标 ， 且 由 新 变量 表示 的 运动 方程 仍然 
有 共有 正则 方程 简单 、 对 称 的 形式 。 因 此 ， 如 人 和 何 建立 正则 变换 ， 或 者 说 
两 组 变量 需 满 足 什 么 条 件 才能 实现 正则 变换 ， 这 是 本 节 和 需要 着 重 讨论 
的 问题 。 

如 何 保证 变 措 后 变 臣 所 确定 的 运动 方程 仍然 具有 正则 方程 的 形式 
呢 ? 正则 方程 可 以 从 哈密 顿 原理 导出 ， 因 此 ， 新 的 正则 变量 QQ、P 
亦 应 满足 哈密 顿 原 理 ， 即 对 于 - -个 自由 度 的 完整 系统 ， 受 有 势力 
作用 ， 根据 哈密 顿 原理 ,新 旧 两 组 正则 变量 都 应 满足 式 (5.1.8)， 即 


S| [Pps - Hg, pt) a =0 (7.4.5) 
中 [PPQ, -HCQ, Ps)]d =0 (7.4.6) 


当 式 47.4.5) 和 式 (7.4.6) 同 时 成 立时 ， 两 式 中 的 被 各 函数 并 非 完 
全 相等 ， 可 以 相差 一 任意 函数 下 对 时 间 : 的 全 导数 。 因 为 ， 如 设 下 
是 gy、 忆 和 + 的 函数 ， 即 
下 三 了 《Gy 人 (7 一 1 ,2，… ,天 ) (7.4.7} 
计算 下 式 ， 并 注意 到 系统 在 始末 位 置 是 确定 的 ， 则 


‘1 dF - 
让 drdt 一 SF[La,tt), Q, yti] — SFEg,(t0),Q,(t0),t0] = 0 


于 是 . 要 使 式 47.4.5) 和 式 (7.4.6) 同 时 满足 ， 其 被 积 函 数 之 间 可 以 写 
成 如 下 关系 : 


下 此 
(pd - Hdi)- (DPdQ, - Hdi}= dF 《7.4.8) 
了 了 = 


198 


由 此 得 到 变换 式 (7.4.3) 为 正则 变换 的 充分 必要 条 件 是 变换 式 使 得 员 
个 微分 式 ( 六 de 一 Hdi )t SpaQ -ff dr ) 的 差 等 于 茶 个 较 
数 Fo ,QQ e) 的 全 微分 。 和 
将 上 式 改写 成 
Si pay, 一 >)Paa 十 【万 ”一 五 )dz 


此 上 。 

dF dF aF 

之 ， Fe 9 和 之 ,3 dQ, + 32 di 
1 1 了 1 1 了 


比较 务 项 的 系数 ， 期 可 得 到 如 下 变换 关系 


| 
| 
pe_ 3F = 112. kh) (7.4.9) 


式 (7.4.9) 的 前 两 组 方程 给 出 了 两 组 变量 间 的 变换 鞠 系 ， 第 三 个 方程 
给 出 了 新 、 旧 哈密 顿 病 数 之 问 的 关系 。 由 此 可 名， 正则 变换 依 球 于 任 
意 果 数 六 (7 ,人 @ ,1) 的 选择 ， 隔 数 下 称 为 母 钞 数 。 显 然 ， 在 母 函 数 不 
显 漠 时间 1 时 ,有 
再 ”= 五 

一 般 情 帝 下 ， 当 缘 出 了 一 组 变换 式 以 后 ， 即 可 报 据 微分 式 
(7.4.8) 来 判别 变 摸 是 否 为 正则 的 。 反之 ， 若 给 出 一 个 母 函 数 下 (7 ， 
及 ,2 ， 则 可 根据 式 (7.4.9) 得 到 一 组 正 刚 恋 挤 。 

在 正则 变 摸 中， 由 于 变换 的 广泛 性 ， 合 得 经 过 灾 摸 后 的 新 变量 可 
能 不 再 具有 原来 物理 意义 上 的 “坐标 ”和 “动量 ”了 。 


7.4.2 母 函 数 的 各 种 形式 


为 了 实现 两 组 正则 变量 的 变换 ， 坪 薄 数 下 必须 是 包含 两 组 变量 

的 哨 数 。 出 于 4& 个 两 组 正则 变量 和 时 间 * 通过 2k 个 变换 关系 式 联 系 

者 ， 上 所 以 其 中 只 有 (2& + 1) 个 变量 是 独立 的 。 母 函数 下 在 这 28 个 恋 
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量 中 要 求 酚 组 蛮 量 各 占 一 上 半 ， 有 内 含有 新 变星 或 只 含有 提 变 量 都 不 能 使 
忒 (7.4.8) 成 站， 因此 ， 纺 函数 下 所 显 售 的 变量 在 最 简单 的 情况 下 有 
如 下 四 种 不 同形 式 : 
下 上 如 人 
以 下 将 这 一 讨论 。 
1) 甘 遇 数 为 Fi(o,@,!) 
该 形式 的 压痛 数 已 在 前 面 讨论 过 ， 有 关 结 果 列 出 如 下 ; 


BR 
1 9g 
oF _ 
i | (7 一 ,2 
< I++ 2 


2) 母 渭 数 为 Ftp,Q@ ,1) 

以 侠 蚂 数 下 | 为 不 础 ， 来 寻找 母 肾 数 FF 的 变换 关系 。 根 据 勒 让 
德 变 换 式 ， 把 以 gq、@ 为 空 量 的 函数 (9, 避 ,1) 变 换 成 以 户 、 忆 为 
新 变量 的 函数 F:fp ,Qt ， 其 中 变量 已 不 变 ， 以 号 量 p 代 符 变量 4， 


用 有 户 一 2 ， 于 是 
Pr ae 于 是 取 


FaAp,Qt) = Flg,Q,1) - Du, (7.4.10) 
根据 式 16.4.7) 和 式 (6.4.97， 应 有 如 下 关系 成 立 ， 
AP, 9F, aF 
3 户 9 及 5 一 5 
则 可 得 到 变换 关系 为 
o -2 | 
1 3p | _ 
- aF, |[ (1 =1,2,. ,此 ) (7.4.11) 
| 


地 
由 式 (7.4.10) 可 知 写 = 他!， 因 此 哈密 顿 函数 的 变换 关系 为 
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dF, 
or 


仍 使 用 上 述 方 法 ， 此 时 变量 gq 不 变 ， 以 变量 P 代替 变量 Q@， 根 
据 式 (6.4.2) 应 注意 此 处 旧 函 数 的 偏 导 数 与 新 变量 之 间 的 变换 关系 为 


P= -3G 所 以 ， 由 勒 让 德 变 换 的 推导 可 知 ， 应 取 
Falg,P,1) = Fi(g,Q,1) + D> QP, (7.4.12) 
了 一 
且 相 应 有 如 下 关系 成 立 : 
可 可 
et ,一 了 (7.4.13) 
由 此 得 到 普 换 关系 为 
_ of; 
Py dg 
Q, = 7 {1 =1,2,.…,k) {7.4.14) 
HH H+ Fs 


4) 母 隐 数 为 Fu(p,P,:) 
为 了 得 到 该 形式 母 旺 数 的 变 撞 关系， 以 下 (9g,P,t) 作 为 昌 变 量 
的 函数 ， 取 
Fi(p,P,r:) = Fatg,P,t)} — Dap, 《7 了 .4.15) 
周 理 得 到 如 下 变换 关系 : 


(j=1,2,..",k) (7.4.16) 


201 


例 7-6 给 定 正则 变换 的 母 函 数 


F(g,Q)= 计 4 V2Q -+ Qarcsmn - 志 训 


2 
试 求 由 母 函 煞 生 成 的 正厅 变 搞 。 
解 根据 式 (7.4.9) 可 求 得 正则 变换 如 下 
F100 2 + QR -on (a) 
”和 
P= -入 = -en A + CQ F) -00Q-F) 1= -arcsin 75 癌 
三 -arctan Fo (b) 
由 式 (a) 解 出 @， 得 第 一 个 变换 式 
Q=F(p*+q) Ce) 
将 式 (c) 代 入 式 tb) 可 得 第 二 个 变换 式 
P= -arctan 二 


此 
例 7-7 到 母 函 数 为 F(g, 介 ,1) = 谊 ,9q,Q, ， 试 求 由 母 函 数 生成 


的 正则 变换 。 
和 解 : 由 式 (7,4.9) 可 求 得 
-3 = _ St _- 
六 -3g 一 外， 了 aQ, 名 
即 g、p 与 人 @、PP 之 各 有 下 列 关 系 式 
ay; 二 一 工 ;， 疡 ; 二 他 


由 此 可 见 、 原 为 坐标 变 成 了 “动量 ”， 原 为 动量 变 成 了 “坐标 ”， 各 蛮 
量 已 不 再 具有 原来 的 物理 意 久 了 。 
例 7~8 已 知 五 = 五 *, 证 明 下 面 两 组 变换 方程 分 别 为 正则 恋 
拱 。 并 求 相 应 的 母 函 数 。 
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(C1) g = snQ， p= 2mkEPcost 


(2) Q=wv2aqcosp, P=v2gsnp 
解 : 《1) 由 于 变换 方程 中 不 显 含 时 间 上 ， 则 其 正则 变换 条 件 为 


Dpdg - PdQ,) = dF (a) 
由 
_ 12PF /TREE 
a men P= 2mEPcost 
解 得 
= mgkgcott P= mg 2—1 
p= mkgcott, 3 | gO 
代 大 式 ta)， 得 


mgkgcottdeo — mq?csc QAQ = d( 玉 mkezcotQ ) =dFitg,Q) 
说 明 存 在 一 个 母 画 数 ， 即 
Fl 三 六 mkgzcotQ 


艳 为 正则 变换 。 
(2) 由 于 变换 方程 中 不 显 含 时 间 上 ， 则 其 正则 变换 委 件 为 


Spdg,— PdQ,) = dF (b) 
对 外 求 微 分 ， 得 


dQ=d(v2gqcosp)= — v2qsinpdpt ;feospd (c) 
可 


将 式 (c 代 人 人 式 (b)， 得 


pdga— PdQ = pdg— v2oanmp{(— v2asnpdp+ 了 cospdo) 
位 
到 pdg— PldQ= (pp-snpceosp)dg +29sin pdp td) 


为 
之 0 


疝 (2 一 sinpcosp)=1~ cos p+ 2sin p 


5 了 (2gsin2 户 ) =2sm pp 
喜 式 (d) 为 函数 下 的 全 微分 ， 即 条 件 (b) 成 立 ， 因 此 该 变换 为 正则 变 
换 。 


令 
(p-sinpcosp)dg + 2gsin pdp = dF 
因此 
3 = Psinpeosp 《e) 
9 ， 
= 29sin*p [fy 
由 式 (4e) 得 


F 一 | (pp—smnpceospydot+ fF(p) 


=(pq- gsinpeosp)}+ fF(p) (gE) 
将 式 tg) 汪 人 式 (f)， 得 


2asin p 十 56 =209sin’p 
因此 ，f= 常数。 于 是 母 画 数 为 


F=ag(p- sinpcosp) (bh) 
由 Q=v 2gcosp 
得 6 一 arecos -7 


_ 已 地 门 -一 
Pilg,Q)™ 9arccos -7 2 29 一 QQ: 


例 7-9 应 用 正则 变换 求解 单 自由 度 质 点 的 线性 谐振 动 。 
解 : 令 质 点 的 质量 为 m, 广义 坐标 为 g， 系 统 的 劲 度 系 数 为 ， 
则 动能 了 和 势能 V 分 别 为 
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于 是 


由 于 该 系统 为 保守 系统 ， 故 
H=T+ V = p+ 
试 取 母 函数 为 
F- Fi(g,Q,1) = LV migcot/ AQ 
利用 变 谢 关系 式 47.4.91 有 


p=3 =gY mk cot a | 上 0 


P= -了 0-= 妆 hg?ese 二 — 


联 立 式 (c) 和 式 (d)， 可 解 得 
2P k 
= Ey me 


p=v 2mPcos, | 2Q 


内 组 函数 不 显 仿 时间 :t， 因 此 有 

五 ”= 万 
将 式 (e) 和 式 ( 全 代 和 人 瑟 ， 得 

H“*=P 


tb; 


{c) 


(d) 


(Ce) 


《二 


内 此 有 可见， 经 过 变换 后 的 拾 密 顿 函数 更 加 简洁 ， 且 存在 循环 坐标 人 @， 


这 也 正 是 我 们 进行 正则 变换 的 自 和 的 。 对 应 新 变量 的 正则 方程 为 


积分 上 式 ， 得 


将 以 上 两 式 代 人 人 式 (el， 并 注音 万 "= 已 = 五 即 为 系统 的 总 机 械 能 ， 
于 是 可 得 系统 的 振动 规律 为 


9 一 /sn (tt t+ ey 


由 上 上述 求解 过 程 可 以 看 到 ， 正 则 变换 后 的 广义 坐标 局 和 广义 动 
量 忆 分 别 为 时 间 : 和 总 机 械 能 上， 已 不 再 具有 原来 的 意义 了 。 


7.$ 用 拉 格 朗 日 插 号 和 泊 松 括号 判别 正则 变换 


7.5.1 用 拉 格 朗 日 括号 判别 正则 恋 撞 


考虑 如 下 变换 方程 
人 


(1 =1,2,..",k) 
P,= P(gigas rs ges pis poss past) 


‘(7.5.1) 
令 (gs。，pp)》 为 旧 变 量 中 的 任意 两 个 ,定义 拉 和 格 朗 日 括号 为 


4 13aQ apP 30, ap 
[wo ， (3 3 了 了 ) 
ps 之 oq 9 py pa 9 qe (7.5.2) 


由 式 (7.4.8) 可 知 ， 当 母 应 数 不 显 含 时 间 : 时 ， 正则 变换 的 充分 
必要 条 件 可 写成 
2 pd, - PdQ, = dF (7.5.3) 
也 束 是 说 ,车 变换 为 正则 变换 ,方程 左边 必 构 成 某 一 函数 的 全 微分 。 
根据 式 {7.5.1}) 有 


£4、 /9 90 
dc = (Sq 十 = | 
! > EP dp. 


将 上 式 代 人 式 (7.5.3) 的 左边 ， 得 
3 
pd - PPD (sds, + Sadp,) 
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要 使 上 式 成 为 全 微分 的 条 任 是 必须 同时 满足 以 下 三 组 恒等式 : 


ya -YYP 强 )- 元 (- 袜 p 汪 ) 


(7.5.4) 


展开 其 中 第 二 -组 ， 得 


3 B30 PP 产 2 ) Se, PS ) 
ps 9 pe dq 7 口 Go 加 8 全 age Gpp 7 Oped go 
9 
进一步 简化 上 式 ， 并 注意 到 5b: = 8,p， 则 有 
"30Q,3P, 9Q 3 
5) (3 5 3p: ~ ap F037)= Beg (7.5.5) 
上 式 可 用 拉 格 朗 日 括号 表示 为 
[ga , pa] = Bog 


同 理 ， 式 47.5.4) 中 的 第 二 组 、 第 三 组 人 恒等式 也 可 表示 为 
[ges981=0, [po,pal=0 
于 是 ， 可 得 如 下 结论 : 从 一 组 旧 变 胡 4 、p 到 另 一 组 新 变量 人 、 忆 的 
变换 
pp | 
二 1] ,2 ,kk 
P=P,(g,pP,:t) ) 


如 果 满 足 关系 式 
[garqal=0, [pospal=0, [gosppl=8ss {7.5.6) 
则 该 变换 是 正则 变换 。 
同 理 ， 考 虑 变 按 式 
di 一 和 国王， 
p, = p,(Q,,P, 有 (7 =1,2,.,k) (7.5.7) 


车 该 变换 是 正则 变 拱 、， 则 应 满足 关系 式 
[QQsj=0, [P,Psl=0, [Q,,Pe]j=8s (7.5.8) 
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7.5.2 用 泊 检 括号 判别 正则 变换 


在 7.3 节 中 ， 定义 消 松 括号 为 
上 了 8 dm 9 
人 (各 到 下 

其 中 pg、 是 gr，g2， 了 pa ， Pr， 的 狠 数 ， 即 

P= po: pst) 

p= pg pst) 

将 拉 格 衣 日 括号 与 泊 办 括 导 比较 可 以 发 现 ， 特 其 中 茶 一 括号 的 种 

偏 导数 项 上 下 交换 位 置 ， 即 可 得 到 男 一 括号 。 实 际 工 两 者 之 间 确 实在 
在 一 定 的 关系 ,现在 来 证 明 这 种 关系 。 


了 二 了 


【一 1 2, 大) 


设 有 2n 个 互 为 独立 的 任意 变量 i, wz Er1 "*s 
zt 的 为 广义 尘 标 ggi， 2 和 广 沁 动量 pl， Pas "ss, DE 的 旺 
数 ， 则 存在 关系 式 

Dua uw) = 3 {7.5.9) 


i=1 

证 明 : 由 拉 档 衣 日 括号 和 泊 松 括号 的 定 半 ， 有 

2 2 

_ Gan 9pa _ dgn dpn 
lus ulus) 一 > > (3 Fu, I, 了 | 
+ 
> Spm 9pm 99m 
- (3 op 和 下 ) 
本 t=1 n= m=1 du Hi, Om 9 pn 


an 2pe Fu au | 
3, da 9 pm me 


Dt dt dr 5 | 


守业 业 点 


其 中 
人 DF, QU _ dg _ 》 2 和 _ agn _0 
1=1 Du 9 qm dqm i i=L du pm 9 pm 
六 9 pp, Qu 二 opp. 一 站 过 9p, du 9p, _ 全 
r=1 du I qm 0 om " 1=1 du pm 3p ™™ 
于 是 


也 是 ps du dan 9 
SE, {us a) 一 3p pa, Gm Yau, Fm ) 
1-1 


三 1] nm 
_ EE 也 3 5 ] = 9 
gu: Ips du, Ig Qu, 


or 
= 


式 (7.5.9) 得 证 。 
根据 上 上述 关系 可 以 得 到 用 泊 检 括号 判别 正则 计 换 的 条 件 。 
设 2 有 个 zi 是 ci，cz，……，G yy， 五 |，b2，…，ax 的 薄 数 ,利用 
正则 变换 的 充分 必要 条 忻 ( 式 (7.5.6)) 可 得 到 如 下 关系 式 。 
人 全 ;三 轧 ，wj 三 轧 ， 则 式 (7.5.9) 成 为 


[qspl(gsp) + ZL pi pl psp,) 


上 
可 
一 jd (gi p,) 一 (gq,,p,) 一 2 一 全， 
二 一 


加 令 Hi prs WW 则 
Lg, pl( gg,) 十 [pi,p,]( pi,g,) 


点 
dg 
= = eh/ 一 
dl gr, g) (ga,,9,) ap, 心 
四邻 ,= gq ，&w, 二 户 , 网 


[gg](g,p,) + Zp, gp p,) 


9， 
综 上 所 述 ， 共 一 组 归 变 量 9、p 到 另 一 组 新 变量 已 、P 的 变换 
Q, = Qog,,p,,t) 
pip 
如 果 能 从 2 个 变量 中 找到 任意 两 个 变量 所 形成 的 泊 松 括号 ， 即 有 
(gm)=0, (pp)=0, (gb,)=8, (7.5.10) 
那么 ， 这 种 变换 就 是 正则 变换 。 
车 将 9,、p, 看 作 是 Q,、P, 的 函数 ， 并 利用 式 (7.5.8)， 同 理 可 
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、 
一 dn pi p,) 一 ( p,, Pp,) 一 op = 改 


{J =1,2,.…,k} 


得 如 下 正则 变换 判别 式 : 
(Q,,0)=0, (P,P)=0, (Q,,P)=6, (7.5.11) 
例 了 了 一 10 已 基 变 换 为 
Q= /2ge'cosp 


P=v2qe ‘sinp 

试用 拉 格 朗 日 括号 判别 其 是 否 为 正则 变 损 。 
解 : 

Dl eecosp 

oy v 2g 

< 二 ! 。 ‘snp 

do 29 

3 = — wv 2gqe'snp 

加 | 一 

了-V5ge ‘cosp 


代 大 拉 格 朗 日 括号 判别 式 ， 可 得 
[op]= Te 3 cop +sin p=1 
注意 上 式 中 a 二 =|， 故 S11 三 1 


显然 


[yg,g]=0 
[pp,pl=0 
由 此 可 克 ， 完 全 满足 式 47.5.6) 的 条 件 ， 故 此 变换 为 正则 变换 。 
例 7-1 给 定 变 换 


1 局 
ln nF 
Pp- eo 


试用 泊 输 括号 判别 其 是 否 为 正则 变换 。 
解 : 计算 泊 松 括号 判别 式 


上 
_ Slie 2 _ og ope 
(ga+ he) > ( 洛 aP, | 了 老 | (a) 
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其 中 


Dz _snP 1 -上 9p & 
3 机， sinP 全 “ dP sm 五 
Ey 局 | np Pp cotP, 5 如 cotP 


将 以 上 各 项 代入 式 (a)， 得 


1 2 
， 一 一 eoft "P=1 
(qa,p) stn:P 


(yu,gq»=0, (pp)=0 
由 此 可 多 ， 所 给 变换 完全 满足 泊 松 括号 判别 式 (7.5.10)， 战 该 变换 为 
正则 变换 。 


7.6 哈密 顿 一 雅 可 比方 程 


正则 变换 的 目的 在 于 使 变换 后 的 哈密 顿 函 数 更 简 沙 、 循 环 举 标 更 
密 。 是 否 能 达到 这 一 目的 ， 与 或 师 数 的 选取 有 着 密切 关系 。 而 等 于 土 
的 函数 可 以 说 是 最 简洁 的 函数 形式 了 。 国 此 ， 选 取 怎 样 的 母 画 数 能 使 
变换 后 的 哈密 顿 函 数 等 于 零 ， 这 正 是 哈密 顿 一 雅 可 比方 程 要 解决 的 问 


题 。 
对 于 一 个 具有 闪 个 自由 度 的 完整 系统 ， 其 哈密 顿 正 则 方程 为 
= p=- (y=1,2,.,R) (7.6.1) 
J + 


经 过 正则 变 撞 ， 司 以 gg、p 为 室 量 的 哈密 顿 酒 数 果 ， 变 换 成 以 Q@、P 
为 新 变量 的 哈密 顿 痛 数 肪 "， 且 对 应 的 正则 方程 为 
3 五” BE 


QP, Pi -SG UU-1,2,%,k) (7.6.2) 
如 果 互 "=0， 则 上 式 可 守成 
Q,= BE =-0， P,=- -和 =。 (3 =1,2,"… 此) 
(7.6.3) 
直接 对 上 式 积分 可 得 


中 = 上 一带 数 ， 已 = 局 = 常数 C=1,2,"…,) {7.6.4) 
式 中 ww 、 忆 也 是 积分 常数 。 为 了 达到 上 述 日 的 ， 关 键 在 于 母 琢 数 的 
选择 ， 根 据 新 、 旧 哈密 顿 隐 数 之 间 的 变换 关系 是" = 上 H+ 3 ， 苹 冰 
数 必须 满足 
H+ -0 (7.6.5) 
由 7.4 节 的 分 析 可 知 ， 母 西数 的 选择 可 以 有 四 种 不 同形 式 ， 如 果 
取 F=Fy(g,P,+)， 并 用 靖 数 SS 表示， 部 


Fe pt) + S(g,P,1)=0 {7.6.6) 
将 式 (7.6.4) 中 的 已 =B 代入 清 数 S 中 ，S 则 可 表示 成 变量 gq 、 常 数 
S= Sa ga dB ta ) (7.6.7) 


显然 ， 常数 户 可 由 初始 条 件 决 定 。 
于 是 ， 对 应 于 母 函 数 S= Fi (gq ,P,1) 形 式 的 变换 关系 可 写 为 


9 cc 9 
Pg ,38S (Bt) (j=1,2,.-. 二 


8 
， (7.6.8) 
将 式 (7.6.8) 中 的 ,代入 式 (7.6.6)}， 得 到 
.- 95 SS aS 9s 
Hg 2 ”| 9 92 ge :+ 他 -0 
{7.6.9) 


这 就 是 哈密 额 一 雅 可 比方 程 。 该 方程 是 关于 上 个 变 世 g, 和 时 间 t 的 一 
阶 仿 微分 方程 ， 共 解 5= 5 (dianyeas Bi Bi 高 ,ft) 称 为 偏 微 
分 方程 { 式 {7.6.9)) 的 全 积分 。 
当 S 被 解 出 后 ， 根 据 变 换 式 (7.5.8)， 即 可 得 到 正则 方程 的 解 为 
Waa i) -1 2 .， 
pr plarar,r oar. BB, ,Bt) | 7 1, 2 加 
{7.6.10) 
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其 中 包含 了 2 个 由 初始 条 件 决 定 的 积分 常数 。 同 时 应 注意 ， 为 使 式 
(7.6.8) 中 的 第 二 式 能 解 出 w 为 、8 和 时 间 # 的 函数 ， 则 上 要求 前 数 
S 谱 满 是 条 件 


3 


|_25 > 
daopl 019 
: : 天 0 7.0.11) 
9 号 3 号 
DedxaBi 和 dar 9 Pe I 
或 
| | {7 二 1]， ,中 ) 


由 此 ， 将 确定 正则 变换 的 母 阻 数 问题 转变 成 了 求 哈 密 顿 一 雅 可 比 
方程 的 全 积分 问题 ， 旦 将 变换 后 的 新 变量 Q@、P 分 别 变换 成 为 常数 a 
各 ， 使 相 空 间 Cg, ,pp,) 中 的 相 轨 迹 被 栅 射 到 {Q,,P,) 空 间 中 的 一 个 固 
定 气 ， 进 而 可 直接 通过 变换 关系 得 到 正则 方程 的 解 。 当 然 ， 能 够 实现 
这 样 揭 变 换 ， 对 于 得 到 正则 方程 的 解 是 非常 有 用 的 。 但 其 困难 在 于 对 
方程 (7.6.9) 求 解 并 不 是 容易 的 事 ， 尽 管 如 此 ， 在 某 些 情 涡 下 还 是 可 
解 的 。 有 关 这 个 问题 将 在 下 一 节 中 介绍 。 

上 述 内 和 容 可 用 雅 可 比 定理 表达 如 下 。 

如 果 

> = Sea 
是 防 密 顿 一 一 雅 可 比方 程 


Ht{igisg2s -oe 
的 全 积分 ， 则 由 正则 变换 
r} | 
2 一 Bq st) 0, 一 FES (Bt) C7 一 1 ,2.… ,此 ] 
2 


所 决定 的 方程 组 
Hi 一 gor ea, a PB, , , 1) | 
pi = plagiraas mar Bl, B23, ,AB. :| 


95 95 | 25 
‘Ag Og gp’ 


万 是 正则 方程 


的 解 。 
例 7-12 应 用 哈密 顿 一 雅 可 比方 法 ,求解 单 自 外 度 质点 的 线性 


谐振 动 。 设 系统 的 哈密 顿 函 数 为 


_ bp” kg’ 
| 2 过 


解 : 这 是 一 个 极 简单 的 动力 学 问题 ， 并 不 需要 用 哈密 顿 一 雅 可 比 
方程 求解 ， 在 这 里 并 不 是 要 说 明 哈 密 顿 一 雅 机 比方 法 在 这 种 问题 中 有 
多 少 优越 性 ， 曾 是 要 通过 一 个 简单 问题 熟悉 一 下 用 哈密 顿 一 雅 可 上 比方 
程 解 题 的 基本 方法 和 步骤 ， 为 解 更 复杂 的 动力 学 问题 作 准 备 。 

由 去 47.6.8) 及 式 47.6.9) 可 得 本 题 的 哈密 顿 一 雅 可 比方 程 为 


1_ 123ST kg 33_ 
5 3] 十 t=™0 (a) 
由 于 只 有 最 后 一 项 含 上 上 ， 盔 可 到 函 数 S 为 以 下 形式 
St ,Bt) = Wlg,B) -pi (b) 


其 中 的 8 是 变 撞 后 的 动量 ， 也 是 积分 常数 。 将 式 (b) 代 入 式 (a)， 可 消 
去 上， 得 


wp » 


式 Lc) 可 以 直接 积分 为 


WwW = v 三 | - gdg 
s =- VmlVE- sd- pr (Cd) 


由 于 不 必 求 S 本 身 ， 只 要 求 守 好 可 ， 因 此 可 以 带 着 积分 号 对 B 求 


从 而 有 
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+ J ~ 
:i+a = -全 areccosq \/ 让 Ce) 


令 wo = 和 由 式 (e) 可 求 得 


再 积分 后 得 到 


gs = Ecoswlt + a) 《于 
另 一 正则 变量 
p- 了 [Eg = mo Hsinwle + a) (g) 
7.7 变量 的 分 离 


一 般 来 说 ， 哈 密 顿 一 雅 可 比方 程 是 一 阶 非 线性 侦 和 油分 方程 ， 它 的 
求解 较为 困难 。 但 对 于 某 些 特殊 人 情形， 可 以 简化 方程 ， 进 而 得 到 其 全 
积分 。 以 下 讨论 两 种 可 分 离 变 量 的 情况 。 


1) 哈密 顿 函 数 不 显 含 时 间 上 和 变量 oj，9:，…，9i 的 情形 
首先 ， 啥 密 顿 函数 不 显 售 时 间 上 上 ， 在 这 种 情况 下 存在 能 量 积分 
Hlg,p) = (常量 ) (7.7.1) 


于 是 ,哈密 顿 一 雅 可 比方 程 可 与 成 


> = 一 = 记 (7.7.2) 


由 于 娄 中 不 旺 合 时 间 1， 当然 护 也 不 显 会 时 间 :， 因 此 方程 
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(7.7.2) 的 解 可 设 为 


一 ss : , Pe :) 
S= Stigq,q2 gk + B1, B2 be {7.7.,.3) 
一 人 (81yG2 gk ,1 Pa ,Pe) 一 如 


将 其 解 代 人 方程 47.7.2)， 则 哈密 顿 一 获 可 比方 程 为 


aW aWw aW、 
HH {gq1, Ul Us 3gi， gg2 ’ “yy Ey 三 中 (7.7.4) 
上 和 式 和 不 售 时 间 :， 因 此 ， 求解 上 式 较 试 (7.6,9) 惕 容易 些 。 
再 者 ， 由 于 qi1，92，""“，4i 是 循环 坐标 ， 即 gq1,923,"… ,di 不 显 


含 在 五 中 ， 按 照 上 述 同 样 的 方法 ， 可 进 -- 步 假设 方程 (7.7.4) 的 解 为 
Wo= BoatpPgt + Part W Ag qe Bi Ps ,Ba) 
于 是 哈密 顿 一 牙 吕 比方 程 最 终 可 写成 如 下 形式 : 

3 本 ”3 多” .. aW*) 
dil 39grr2 ”DG 


二 四 


Ht( giri 191+t23° "er B11 Bz, Bi, 
(7.7.5) 
愉 上 面 的 分 析 可 以 看 出 ， 当 五 不 昌 舍 时 间 上 时 ， 母 函数 S 中 的 
时 间 变 量 将 被 分 离 出 来 ,哈密 顿 一 雅 可 比方 程 成 为 关于 厅 售 时 间 变 量 
f 的 函数 殉 的 一 阶 篇 微分 方程 。 当 互 不 显 洛 循环 坐标 gl ,cz ,… ,gq, 时 
， 可 进一步 把 循环 坐标 gi;92,…,gi 从 函数 WW 中 分 离 出 来 ， 最 后 使 
哈密 顿 一 雅 可 比方 程 成 为 关于 (上 & 2) 个 变量 及 合 有 (kk+1) 个 常数 的 
一 阶 偏 微分 方程 。 注 意 基 中 (+) 个 常数 并 不 是 独立 和 的， 实际 只 有 上 
个 是 独立 的 。 这 样 只 需求 解 方程 (7.7.5)， 而 相应 的 母 菠 数 为 
S= W- ht= Bqat+ Bg t+ Bg 
{7.7.6}) 
+ Wi (qr gr" gr Bi Bas Be) — ht 
2) 哈密 顿 一 雅 可 比方 程 中 有 一 个 变量 及 相应 偏 导数 可 以 从 所 有 
其 余 的 变量 和 各 偏 导 数 中 分 离 出 来 的 情形 
哈密 顿 一 雅 可 比方 程 


a3S、 as 
Hl(g,a0) +t 本 = 0 


可 以 写成 
ag 3S9 3S 9393、_ 
f(g 》 + Fi(gqg2,93.° ” dg, ag3’ gre’ A = 0 


(7.7.7) 
因 上 式 中 站 只 与 gl 有关， 而 下 与 其 余 变 量 大 关 ， 欲 使 上 式 成 立 ， 
则 辣 和 王 | 都 必须 为 常量 ， 即 


Fl ,3 ) = Bi 


3935 35 95 dS 
Filg2, ds 4rd" Bo 1 
此 时 ， 其 解 的 形式 可 写成 


S= S(tg) + Witqas da gest) (C7.7.9) 
代入 式 (7.7.8)， 得 
f(g119) = 
(7.7.10) 
a Wi aWi aWi a3W)、~ 
"3a" 39" "Ba dr 
式 人 .7.10) 中 的 第 一 式 为 常 微分 方程 ， 积 分 后 得 
S1 = Si(g1 Bi) 
第 二 式 仍 为 函数 镀 | 的 偏 微 分 方程 ， 但 其 中 独立 变量 已 少 了 一 个 。 即 
为 (二 一 4) 个 坐标 变量 g，。，9g3，…，9s 和 一 个 时 和 间 变 量 :。 
如 果 函 数 下 | 还 有 可 分 离 的 变量 ， 如 gz， 同 理 ， 可 设 
Wi = Slg)} + Wt gs ga s Gast) (7.7.11) 


代 人 式 人 7.7.10) 中 的 第 二 式 ， 得 


下 Ga da 


ds 
fat 92 dq, B2 


对 第 一 式 积 分 得 
SS» = S42,82) 
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如 果 方 程 的 空 量 可 以 全 部 分 离 。 则 可 逐次 应 用 上 面 的 方法 ,最 后 
得 到 母 泪 数 的 形式 为 
S = SilqB} + Sal ga TO 二 GE 
式 中 cc 为 任意 常数 。 
例 7-13 质量 为 如 的 质点 在 有 拖 力 场 中 运动 ,已 知 势能 范 数 
为 
人 


广 rr 
式 中 a 和 BB 为 常量 ，r 为 质点 的 矢 径 ，z 为 它 的 直角 坐标 的 xz 分 量 。 
试 求 该 系统 哈 帘 顿 一 雅 可 比方 程 的 全 积分 。 
解 : 对 该 问题 选择 球 坐 标 较为 方便 。 因 此 广义 坐标 为 (> ,98,o)， 
企 球 坐标 中 ，>* = reos2， 故 有 
ra a Beost 


rr La 六 六 
系统 的 哈密 顿 函数 为 
之 和 2 

将 Ps= 玉 ,po= 窟 ,各 = 站 代 人 上 式 , 由 于 哈密 顿 函数 不 显 含 时 
间 上 ， 在 这 种 情况 下 存在 能 量 积分 ， 因 耶 

1 ,9S 1 .3S 1 3S 、， apBcosg 

2m l(a) + (Gp) + nao)y + 二- 3 (D) 
由 于 五 中 不 显 会 时 间 :， 且 g 为 循环 坐标 ， 因 此 方程 的 解 可 设 为 

S = ght Wr,.0,B,B,pB3) — hi (Ce) 


由 于 娘 、Pl、B2、B; 并 不 是 独立 和 的， 因此 可 取 = B， 代 入 起 by， 
并 用 x* 世 方 程 的 两 过 ， 则 有 


1 owW dW Ea 
3 -Lr 《六 + (ss) + < Ta -Peosd = Pr’ 


mei 


则 变量 ~ 及 其 偏 导 数 可 从 方程 中 分 离 出 来 ， 于 是 有 
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(5 


-OW 
1058 


7 


ey 一 2mr28 = 月 3 | 


十 :- 玉 | + ma 一 2meosB = - | 
0 如 


此 时 ， 可 设 解 的 形式 为 


人 入 此 (td)}， 得 


WW 一 SItr) + S(O) 


2 
: (5) — Zr = 月 
(dr 
3 | 
[2)? + 人 + 2ma— Pmeosd =— pH 


分 曾 尘 te) 中 两 式 进 行 积分 ， 得 


Str) =| 2mBi + 如 dr | 


Sl) = I 2micosd — 2a 一 月 一 


2 
让 ao| 


sin 总 


因此 ， 该 系统 哈密 晤 一 雅 可 比方 程 的 全 积分 为 


SS 


将 式 ( 们 代 大 上 式 ， 


s=gp + | 2 2 + 


= ga t Whr.B,B,B,B3) — ht 
= pez + Str + St — Bt 
则 有 


Bar | | 2 ynBo0s0 - 2 — a 一 


习 十 


7 一 1 已 知 力学 系统 的 拉 格 朗 日 商 数 


3 .， 
L==91 


1 . 
t+ F921 gg2cos( gq1 - 92) + 3cosqg! + cosg?2 


其 中 9 、92 为 广义 坐标 ， 试 求 系统 的 哈密 顿 函 数 五 。 


了 -2 已 知 某 二 


日 由 度 系 统 的 动能 


(d) 


《e+ 


《于 


pd Pit 
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1 ，， . . 
T=5[{(91- gq2) + agtt"] 


2 
其 中 a 为 常数 ， 势 能 
Vo acosga 
试 求 该 系统 的 哈密 顿 函 数 互 。 
7-3 已 知 力 学 系统 的 哈密 顿 画 数 


H=7(pIt pl) + 一 ga)2+ 生 (ai 92) 
其 中 a、 上 5 为 常数 ， 试 求 力学 系统 的 拉 格 并 日 函数 工 。 
7-4 ”系统 在 球 坐标 中 的 拉 格 朗 日 函数 


工 一 mr 十 2802 + rig sn 0) -aF(e)e 


其 中 a 为 常量 ,下 (9) 是 连续 可 微 的 任意 酌 数 。 试 建立 系统 运动 的 
正则 方程 。 

7-5 质量 为 M 的 三 角 块 轩 于 水 平面 上 作 无 摩擦 滑动 ， 另 一 质 
其 为 px、 半径 为 R 的 圆柱 体 沿 三 负 块 斜面 作 无 瘦 动 滚动 ， 如 题 7-5 
图 所 示 。 用 正则 方程 求解 三 角 块 速度 和 圆柱 体 的 角速度 。 

7-6 质量 为 mx 的 小 环 MM， 套 在 光滑 杆 上 ，、 村 以 等 角速度 绕 
铬 垂 轴 旋转 ， 小 环 MM 与 一 弹 移 相连， 弹 竹 的 另 一 端 固定 在 轴 上 ， 弹 
赞 的 动 度 系 数 为 有 ， 原 长 为 i ， 质 量 不 计 ， 光 滑 杆 与 铝 牌 轴 的 夹 角 为 
a， 见 电 7~6 图 所 示 。 试 应 用 正则 方程 求 出 小 环 M 相对 于 秆 的 运动 
微分 方程 及 首次 积分 。 

7 一 7 已 知 系 统 的 拉 格 朗 日 函数 


L =3[(G1- G2)? + ad?t?] ~ acosg; 
式 中 a 为 常量 ， 试 建立 系统 的 正则 方程 ， 写 出 运动 的 首次 积分 。 
7-8 试 求 质点 系 的 动量 下 和 动量 抢夺 的 直角 坐标 分 量 所 组 成 
的 泊 松 括号 。 
7-9 设 广 , 户 , …， 太 是 正则 变量 、 户 的 函数 ， 而 下 又 是 
方 。 六，…。 态 的 函数 ， 求 证 ， 
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(F,G) = > FF G) 


题 了 -5 图 题 7-5 图 
7 一 40 记 知 站 一 pi + 2， 负 > 二 p32 十 如 1 及 一 力学 系统 的 哈密 顿 


隐 数 


H= prps t+ gg2 
求证 : 泊 松 括号 (#1 ,$$;) 是 该 系统 正则 方程 的 首次 积分 。 


9 
7~ 上 1 给 定 两 孙 数 (9g,， Pt fal gs pot 1)， 满足 关系 式 -让 


+ [有 本]= 2 +, H], 其 中 [ 广 , 石 ], [六 , 互 ] 为 泊 松 括号 ， 试 求 


哈密 顿 阔 数 太 (9,,p,,7) 的 首次 积分 ， 并 以 万、 六 表示 。 
7 一 1]2 试 延 变换 


Q= e+ 三 ， P= Farctan 
《其 中 为 常数 ) 是 正则 变换 。 
了 -3 斌 证 变换 
QR=g+ier, P=p 
是 一 正则 蛮 换 ， 并 求 母 函 数 FF。 
7-344 试 评 变换 
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1 
Qi1= gf+pi, Qi=T(at+t ot p+ p3) 


42 
Pi= Barctan( 于 一 去 arctan( 于 | ,Pa=— arctan | 2 | 


是 正则 变换 。 分 别 用 定 尽 、 拉 格 朗 日 插 号 和 泊 松 括号 三 种 方法 证 明 。 
7 一 15 试 证 变换 
1 
是 正则 变 措 ， 并 求 出 母 函 数 Fi(g,,@,)。 
7~16 已 知 只 = 五 *， 试 证 
让 二 mu 
COSO 


是 正则 变 摸 ， 其 中 天 和 wo 是 已 知 常 数 ， 求 其 相应 的 四 种 形式 母 消 数 
Fi, Fa、 Fs 和 F,。 
7 一 437 已 知 第 二 类 和 母 晃 数 
Fp R21)= — pipi tlnt Qt+ p11) + nt Q;+ po) 
求 正 则 变换 。 


7~-18 已 知 母 水 数 FF| = Qarcsin 


= sng, P= 


-2 + V2O-oi, 求 正 
7 


则 变换 。 设 系统 的 哈密 顿 函数 百 = 方 (22+ g?), 试 写 出 以 Q、P 为 
变量 的 正则 方程 。 
7-19 已 知 菜单 自由 度 系统 的 哈密 顿 函 数 吾 = 计 ( 加 + 42)， 二 
组 正则 变量 的 关系 式 为 
@@= 广 Cg2+ p:}, P= ~ arctan 畏 
试 证 此 变换 为 正则 变换 ,并 求 以 Q.P 为 变量 的 哈密 顿 函 数 上 * 和 系统 
的 运动 方程 。 
7-20 设 二 组 正则 变量 的 变换 式 为 
q= PtQ.P), p= gat Q,P) 
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则 当 
akgsa) _] 
QP) 


时 ， 上述 变换 是 正则 变换 ， 试 证 明之 。 
7-21 用 正则 变 摘 法 求 平 面 谐振 子 的 运动 ， 设 苹 孙 数 


Fi = 六 mm (ieeot 人 1 +T am23 cotQ2) 


式 中 wj .ms 为 振子 沿 x 和 wy 轴 的 振动 频率 。 
7 一 22 设 一 力学 系统 的 哈密 顿 函 数 点 =9+ 疡 , 写 出 其 哈 瘦 顿 一 
雅 可 比方 程 ,并 证 明 S = 一 和 +RE 一 六 0 为 它 的 全 积分 。 
7 一 23 久 质 圆 盘 质量 为 mm 半径 为 7, 可 以 在 水 平 倾角 为 a 的 斜 
面 上 纯 深 动 。 已 知 初始 条 件 为 6(0) =0,9(0) = 66, 这 里 8 是 加 可 的 转 
角 。 试 用 哈密 顿 一 雅 可 比方 程 求 出 圆 盘 的 运动 方程 ,将 8 作为 : 的 栈 
数 解 出 。 
了 一 24 已 知 方 学 系统 的 哈密 额 画 数 
H= pigi+ 户 2tang2 + gzcosgl 
试 建立 问题 的 哈密 顿 一 雅 可 比方 程 , 求 其 全 积分 并 得 到 运动 规律 。 
7 一 25 已 知 力学 系统 的 险 审 顿 函数 
H=5(pgrt2pp2+ qi) 


试 求 它 的 全 积分 。 
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第 四 骗 ” 非 完 整 案 统 动 四 子 


第 383 章 拉 格 明日 滋 子 法 
8.1 拉 格 朗 日 第 一 类 方程 


拉 格 让 日 第 -类 方程 是 应 用 数学 分 析 中 的 医 子 法 ， 来 用 直角 坐标 
形式 的 普遍 方程 和 约束 方程 南 建 并 的 一 组 动力 学 方程 。 由 于 方程 式 的 
数目 多 ， 求 解 的 难度 太 ， 所 以 在 一 个 时 期 内 ， 它 的 应 用 价值 迁 小 于 第 
二 类 拉 格 朗 日 方程 。 随 着 计算 机 技术 的 迅速 发 展 、 由 于 第 一 类 方程 易 
于 编程 计算 ， 因 而 计算 上 的 困难 已 有 所 解决 ， 目 前 有 取 乏 渐 被 人 们 重 袖 
各 应用。 并且， 化 适用 于 非 完 整 系统 。 

设 质 点 系 由 x 个 质点 组 成 ， 它 有 dd 个 完整 约束 和 gg 个 非 完整 芍 
束 ， 即 


fx x2 L326)=0 (a=1,2,.…,d) (8.1.1) 
DAsz +Ds=0 (p=1,2.,8) (8.1.2) 
将 以 上 两 式 对 坐标 进行 变 分 ， 则 有 
> jsx 一 昌 【一 1;2,… 过) (8.41.3) 
> Assz = 0 (B= 1,2,.",g) (8.1.4) 
系统 内 各 质点 的 运动 必须 满足 动力 学 普遍 方程 ， 即 
DF, - mn) sa =0 (8.1.5) 
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在 3n 个 直角 坐标 的 变 分 BSr,{t = 二 1,2,…,3n) 中 ， 由 于 存在 td +g) 个 
约束 ， 因 此 独立 的 坐标 变 分 数 为 (3n 一 4 一 g) 个 ， 至 于 系统 中 哪些 晨 
独立 的 坐标 变 分 ， 则 可 以 任意 选择 。 

将 式 (8.1.3) 和 式 (8.1.4) 统 一 写成 


了 天 
了 ,4nsaz = 0 (7 = 1,2, ,d+ g) (8.1.6) 
4 一 


对 于 完整 系统 ， 其 中 An = 了 (7=1, 2，…，o)。 
引入 (d + &) 个 待定 乘 子 4;， 分别 与 式 (8.1.6) 中 各 式 相 乘 后 求 
和 ， 并 与 动力 学 普遍 方程 (8.1.5) 相 加 ， 得 


3 加 + 其 
> 下， 一 pT 十 > AyAy, }6a, = (BRB.1.7) 
1 了 +-1 


陈 中 4y 称 为 待定 冬 子 或 拉 格 朗 日 待定 肝 子 。 这样。 就 把 人 金 部 约束 加 
于 虚 位 移 的 限制 条 件 完 全 髓 入 动力 学 的 基本 方程 。 

显然 ， 式 人 48.1.7) 中 的 Br, 是 非 独 立 的 ， 如 果 选 取 { 如 + g) 个 待定 
乘 子 4;， 使 得 上 式 中 {tq + g) 个 不 独立 的 坐标 变 分 前 的 系数 等 于 零 ， 
蕉 而 生 下 (3 一 9 一 gg 个 独立 的 坐标 春分 。 对 于 独立 的 坐标 变 分 ,其 
坐标 变 分 前 的 系数 环 应 等 于 零 。 因 此 ， 可 以 得 到 3 个 方程 ， 即 

F, — mr, + DA =0 (1=1,2,."…,3n) (8.1.8) 
1 

这 就 是 拉 榨 朗 日 第 一 类 方程 。 将 式 18.1.8)、 式 18.1.1) 和 式 
(8.1.2) 结 合 超 来 ， 共 得 到 (3ma + +g) 个 方程 ， 可 解 出 3n 个 坐标 
zi，Ta sy Try 十 呈 } 个 葬 子 1 。 由 于 在 推导 方程 (8.1.8)? 时 ， 考 
点 了 系统 的 全 部 约束 ， 和 包括 完整 的 和 非 完 整 的 ， 所 以 拉 格 朗 日 第 一 类 
方程 既 通 用 于 完整 系统 ， 也 适用 于 非 完 整 系统 。 

拉 柯 师 上 有 乘 子 的 物理 意义 如 下 。 

假设 质点 系 只 受到 一 个 会 时 几何 约束 ， 约束 方程 可 用 式 (8.1.1) 
表示 。 在 此 情形 下 ， 控 格 遍 日 第 -一 类 方程 可 写成 


可 
F,— mr, + ASL=0 (z=1, 2, ,3nx) (8.1.9) 


男 一 方面 ， 如 果 由 式 (8.1.1) 这 个 约束 所 引起 竟 约 束 力 为 N,， 则 由 达 
2 


朗 伯 上 原理 有 
Fi— mr,t+N,°=0 《一 1，2，…，37)》 {8.1.10) 
比较 式 (8.1.9) 和 式 (8.1.10),， 得 
N=4 3 
区 


由 此 可 以 看 到 ,约束 力 与 拉 格 朗 日 莱 子 之 间 的 关系 。 由 于 系统 的 
约束 为 理想 约束 ， 因 此 在 动力 学 普遍 方程 中 约束 力 不 会 出 现 ， 而 在 拉 
格 朗 日 第 一 类 方程 中 约束 力 通过 待定 乘 子 被 引 人 到 方程 中 。 当 对 于 实 
际 问 题 和 需要 计算 约束 力 时 ， 拉 格 朗 日 第 一 类 方程 则 开辟 了 用 分 析 方 法 
求解 这 类 问题 的 途径 。 


图 8 一 1 一 1 

例 8-1 图 8-1-1 所 示 系 统 中 ，4 为 小 球 ， 可 以 视 作 质点 ， 
质量 为 mx ，OA 为 一 长 i、 质量 不 计 的 直 杆 ，BC 为 长 天 的 软 绳 ， 口 
为 球 饼 链 ，OB = 5&5。 平衡 时 ，OA 在 水 平 位 置 而 BC 在 铝 重 位置。 求 
小 球 4 的 运动 微分 方程 。 

解 ， 小 球 4 具有 一 个 自由 度 。 设 及 的 坐标 为 zi ， 工 ?， Frs， 刚 百 
的 坐标 为 BriAi，Bra，ar3， 由 于 OA、BC 的 长 度 不 变 ， 可 列 
出 两 个 约束 方程 ， 即 


=ri+t+r2i+r2-1=0 
jd) 


_ pri 2 ( 全: 2 至 工 3 2 
f2 ( 1 5) 机 | + (入: 


由 约束 方程 可 知 , 该 系统 为 完整 系统 。 
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小 球 4 受到 的 主动 力 为 重力 ， 沿 负 za 轴 方 向 ， 即 有 
FI= Fa=0, Fo — mg 


将 以 上 三 式 代 人 人 第 一 类 拉 格 朗 日 方程 {8.1.8)， 注 意 ， 系 统 仅 受 完 整 
约束 ， 且 d=2，Ay=9 志 9xz,， 导 出 及 的 运动 微分 方程 为 


(b) 


mri=2A1r1 十 了 起 < 二] 一 dA 
mr — me t+2raAit 2b( bro — Ih)As, 


Mr 一 了 全 和 1 + 2 IIAy 


将 方程 (a) 与 方程 {fb) 联 立 ， 可 确定 A 的 运动 规律 。 
例 8--2 质量 为 mmx 的 质点 A， 
放 在 倾角 为 a、 质量 为 m, 的 三 角形 
贷 块 的 笠 边 上 上， 模块 取 可 在 水 平面 
上 滑动 ， 如 园 8-1-2 所 示 。 不 计 
摩擦 ， 试 用 第 一 类 拉 裕 郎 日 方程 求 0 
质点 和 模块 的 加 速度 以 及 它们 所 受 
的 约 东 力 。 图 g_1_a 
解 : 设 质点 A 的 坐标 为 上 (zi， 
y1)， 模 块 作 直 线 移动 ， 故 只 要 有 一 个 x 坐标 就 可 和 确定 其 位 置 ， 为 方 
便 起 见 ， 取 B 点 坐标 B(xz，,，y2z) 来 代表 。 故 系统 的 约束 方程 为 


"| 
! Bixz: S12) 


f= yy (x1 Xi)tane = 人 0 (ay) 
12=y2~AA=0 《by 


式 中 居 为 模块 高 度 ， 则 


《ec) 


由 第 一 类 拉客 遍 日 方程 ， 有 
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3 1, 2 


zz1 1 过世 1 了 3 
| 9372 
my mgtal By 十 Ay yi 
9 fi 中 六 
m2r2 Al Fi + M2 Fr 
9 Ff2 
二 一 十 和 站， 一 一 十 一 一 
Mi2 2 M2g 1 gy 2 9 y2 
将 趟 (te) 代入 式 (d)， 得 
B11 一 — Aitanca, NT1Y1 = 一 1 一 Al | 
nT = Altana, 777 3 Y2 一 一 mgtAltA, 


(d) 


(e) 


上 述 式 (a)、 式 (tb) 和 式 (d) 等 六 个 方程 可 求解 六 个 未 知 量 zl、31、 


TI Ms FP A2 等 。 


由 式 ta) 和 式 (b) 有 
321 一 (zz 一 iitana， 2=0 
代入 式 te}， 得 
mt{trz2— xijtane = — mg— A mg=AtA2 


由 式 te) 解 得 < 和 za 并 代 人 式 (g)， 得 


zz 1 712 2 下 COs ao 
Ji = -一 一 全 一 -一 


mz 十 7 1Sine oe 


将 上 式 代 大 式 (g)， 得 
m1 acos a 
a= mag A= (mat 2 je 


mt msin’ oe 
将 41 代 人 式 {e)， 得 


_ M2gSINacoso 
| 一 a 3 
m+ man’ ao 


{rl + nm} gan a 


31 一 。 
no HSI 站 


(f) 


(g) 


假设 奈 点 各 所 受 的 约 来 力 为 RR1， 和 由 于 不 计 摩 擦 ， 故 民 | 为 垂直 
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于 和 枫 块 斜 近 的 法 向 反 力 ， 列 出 质点 和 在 rr 方向 的 动力 掌 方程 为 
mr = Risina 
此 式 与 式 (e) 比 较 知 


Rsinor = -Atanoe 


于 是 得 到 


A 1 P12 ECOST 
下 1 三 一 一 人 人 人， 


COSE pa p13IN’ ox 
假设 复 块 所 受 水 平面 的 约束 为 为 R，>， 列 出 措 块 在 y 方向 的 动力 
学 方程 为 


my2 = Ra mag — Ricosoe = Ra— mag + Al 
此 式 与 式 te) 比 较 知 
DEI TICON A 
Ra {met ee), 


mo 二 zz TSIn2 a 


8.2 罗 司 方程 


在 上 一 节 中 给 出 了 适用 于 非 完 整 系统 的 拉 格 郎 日 第 一 类 方程 、 由 
于 它 是 以 直角 坐标 来 描述 系统 的 运动 ， 且 坐标 之 间 是 非 独 立 的 。 在 研 
究 系 统 所 应 满足 的 动力 学 关系 时 ， 除 了 要 考虑 运动 约束 外 ， 还 需 考 虚 
几何 约束 。 这 就 使 得 方程 中 的 变量 数 增 加 ， 而 不 便 求解 。 如 果 选 取 广 
必 坐 标 来 描述 系统 的 运动 ， 这 样 不 仅 使 得 描述 系统 的 参数 减少 ， 疝 
时 ， 由 于 广义 坐标 个 此 独立 ， 无 需 考 虑 几何 约束 ， 而 只 需 考虑 运动 约 
东 。 从 而 非常 有 效 地 减少 了 方程 中 的 变量 数 。 这 就 是 本 节 要 介绍 的 罗 
司 方 程 。 

设 系 统 中 同时 受到 4 个 完整 约束 和 gg 个 非 完整 约 束 ， 确定 系统 
位 形 的 广义 坐标 为 9g1，gz，……，， 污 疑 ， 这 点 个 广义 坐标 是 彼此 
独立 的 。 也 就 意味 着 4 个 完整 约 东 已 被 消去 ， 这 时 ， 只 需 考 虑 非 完 
整 约束 。 用 广义 举 标 表示 的 g 个 非 完 整 约束 可 写成 


点 
Dagd tdsg=0 (8=1.2, ,5) 
或 对 坐标 进行 变 分 ， 得 
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Dagdg =0 (B=1,2,,8) (8.2.1) 

利用 拉 格 朗 日 第 二 类 方程 的 推导 过 程 ， 由 哈密 顿 原理 出 发 ， 由 式 
(5.1.6;) 知 有 如 下 关系 成 广 

[3 - (元 小 Q, |iadzr =0 (8.2.2) 


二 | 
| 之 ， 323， dt 


no4+=1 


对 于 非 完 整 系统 ， 由 于 Sg, 是 非 独 立 的 ， 它 由 g 个 运动 约束 联系 
着 ， 因 此 ,让 个 59, 中 只 县 一 g} 个 广 记 坐标 的 变 分 是 独立 的 ， 这 就 
是 完整 系统 和 非 完整 系统 的 本 质 差 别 。 于 是 不 能 价 完 整 系统 那样 ， 直 
接 得 到 上 上 式 中 括 内 的 表达 式 为 上 零 的 结果 ， 即 拉 格 朗 日 第 二 类 方程 ， 这 
也 说 明了 拉 格 朗 日 第 二 类 方程 只 适用 于 完整 系统 ,而 不 适用 于 非 完 整 
系统 。 

为 了 导出 适用 于 非 完 整 系统 以 广义 坐标 表示 的 运动 方程 。 可 以 采 
用 乘 子 法 的 思想 ， 和 将 式 (8.2.1) 中 g 个 非 完 整 的 东 分 别 科 以 待定 习 子 
Ast B=1,2,.: 如 后 求 和 ， 并 从 tt 积分 ， 即 

上 
六 Da Degg = | 之 人 (之 Meaa)8gdt 
to 8-—1 fo 了 一 p=1 


特 上 式 与 式 (8.2.2) 相 如， 得 


oa di/3T 
Ec 到 (于 有 2 十 > ]sod: = 0 {8.2.4) 
明了 二 


值得 指出 ， 上 式 上 个 广义 坐标 的 变 分 85g, 中， 是 不 能 任意 取信 
的 ,其 中 只 有 (k -名 ) 个 是 独立 的 ， 注 意 到 其 中 还 有 g 个 待定 鞠 子 4s。 
因此 ， 可 以 选取 待定 梨子 sp， 使 不 独立 的 g 个 89, 前 的 系数 为 霍 。 
这 样 其 余 ( 一 g) 个 8g, 则 为 独立 的 ， 这 就 可 以 使 得 二 个 广义 坐标 的 变 
分 8g, 任意 取 值 了 。 于 是 可 得 如 下 方程 : 


d /i327T oT 
二 (元 Fg, = Q + Dagan (1 =1,2,°",k) (8.2.5) 


这 就 是 非 完整 系统 的 罗 司 方程 。 这 个 方程 组 中 含有 未 知 量 qj， 
2+r "ss Hr 和 Ai， 用 2 A 共有 (下 十 中 ) 个 。 将 式 (8.2.5) 和 和 式 
(8.2.1) 联 立 怡 是 (+ g) 个 方程 ， 因 此 ， 可 以 解 出 所 有 未 知 量 。 
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0 (8.2.3) 


方程 中 > Xsag 项 的 物理 意义 可 理解 为 ， 如 果 解 除 所 有 的 非 完 
p=1 
整 约束 而 代 之 以 约 东 力 ， 这 时 系统 的 虚 位 移 只 受 完整 约束 的 限制 ， 于 


是 在 任意 庶 位 移 中 ， 非 完整 约束 力 将 做 功 。 字 ，ap aa 项 表示 在 6gq, 关 0 
如 一 


而 其 他 广义 坐标 的 蛮 分 均 为 零 时 ， 由 非 完 整 约 束 所 引起 的 系统 对 应 于 
广 记 坐标 9 的 广义 约束 力 。 

对 于 更 一 般 的 情况 ， 如 果 系 统 由 nn 个 质点 组 成 。 有 4 个 完整 约 
束 和 gg 个 非 完 整 约束 ， 系 统 自 由 度 为 天 。 在 某 些 问题 中 ， 为 了 方便 计 
算 ， 往 往 选 取 的 广义 坐标 要 对 于 独立 的 广 六 坐标 数 。 在 这 种 情况 下 ， 
仍然 可 以 利用 乘 子 法 ， 将 完整 的 束 如 人 到 方程 中 去 。 如 果 取 s(s 交 衣 ) 
个 广义 坐标 gq1，g2，…，9; 来 确定 系统 的 位 形 ， 则 可 以 得 到 如 下 的 
动力 学 方程 : 


二 下 


| 并 可 下 
(于 六 ag, < 之 ,hy an (3 = 1,2,"",s) ‘(8.2.6) 


其 中 ， 对 于 完整 约束 a = 3 上 (7 一 1,2,…,4)。 需 要 注意 ， 当 选取 了 
上 


多 余 广义 坐标 后 ， 在 写 系统 的 动能 和 势能 或 计算 广义 力 时 ， 应 把 所 有 
多 余 的 { 非 独立 的 ?坐标 同 独立 的 坐标 一 样 看 待 。 在 建立 运动 方程 的 全 
过 程 中 均 不 能 利用 约束 方程 从 动能 、 势 能 或 广义 力 中 直接 消除 非 独 立 
的 量 ， 亦 即 在 处 理 上 辣 非 完整 约束 一 样 。 

例 8-3 两 质点 A 、B 有 相同 的 质量 > 
m ， 由 长 为 4 的 无 重 刚 杆 相连 。 在 点 有 A 和 
点 B 处 都 装 有 小 刀刃 支 陵 ， 使 得 商 点 的 绾 
对 速度 矢 必 须 始终 与 刚 杆 相 牌 直 ， 如 图 8 
~2 一 1 所 示 。 设 系统 保持 在 光滑 水 平 而 上 
运动 ， 且 刚 标 以 匀 角 速度 w 转动 ， 试 确定 
系统 的 运动 。 0 

解 : 该 系统 (作为 一 个 刚体 ) 在 水 平面 
肉 作 平面 运动 。 可 以 取 质 心 C( 即 杆 的 中 半 8-2-1 
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点 ) 的 坐标 {zc，xye) 和 引 作 为 确定 系统 位 形 的 广义 坐标 。 但 已 知 8 
按 预 定 规律 6= wr 而 变化 ， 故 系统 的 独立 广义 坐标 只 有 (zcyycjo 考 
虚 到 小 刀刃 约束 ，C 点 的 物 对 速度 zwcfzcyyc) 也 必须 与 刚 杆 相 垂 直 ， 
故 有 约束 方程 


天 + " 
J 


式 (a) 写 成 微分 形式 以 后 ， 可 以 证 有 明 该 约束 方程 为 不 可 积 微分 约束 ， 
并 可 写 出 约束 加 于 系统 虚 位 称 的 限 币 条件 为 
COSwtSrc 十 sinwidyr = 0 《by) 
可 和 外 独立 广义 坐标 变 分 只 有 一 个 ， 因 此 系统 为 单 具 由 度 非 完整 系统 。 
首先 写 出 系统 的 动能 表示 式 


T= 诸 M(2E + 3) + 地 Jcw? 
其 中 M =27， Jc= 计 m2， 故 

了 = 和 (2 二) + mw (c) 
注意 ， 上 式 中 含有 zc 和 ， 其 中 只 有 一 个 是 独立 的 ,但 这 里 不 能 利 
用 约 东 方程 (a) 直 接 从 式 (c) 中 消去 非 独 人 立 的 广义 速度 。 系 统 所 受 主 动 
力 (重力 ) 为 有 势力 。 由 于 系统 始 线 保持 在 水 平面 内 运动 ， 故 系统 的 
势能 郴 数 可 以 写 为 V =0。 于 是 系统 的 拉 格 裔 日 函数 


L-T-V=T=m(tt+3t) + no Cd) 


对 应 于 约束 条 件 (b), 取 不 定 恒 子 4， 而 ai = coset ， a12 一 Sinewt o 根 
据 方程 68.2.5) 可 写 出 系统 的 运动 方程 为 


ZIT 一 A roswt (e) 
2myc = ASsincwt 《三 
与 约束 方程 (a) 联 立 ， 共有 三 个 方程 ， 可 以 确定 三 个 沙 数 zc (1)、 
yet 和 ACE)o 
设 系 统 运动 的 初始 条 件 为 
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Tr 二 人 ，xc 二 0 
:=0; . 8=0 (gg) 
yc =0, yce— vo 
由 式 (e} 和 式 (f} 消 去 A， 得 ycArec = tanwt， 将 此 式 与 约束 方程 (a) 相 
比 ， 得 
ye/rc= -ezoc 或 ycye+zzc=D 《hy 


上 式 可 写 为 廿 (z+ 沪 )=0， 积 分 后 ,得 弃 + 认 = C， 利 用 初始 条 
件 (g)， 可 得 


+ (2 
可 见 ， 系 统 质 心 C 作 匀速 运动 ， 即 ve 二 vo， 又 因 vc 上 AB， 故 有 zc 
= 一 vosinewf，yc 三 vpcoswt ， 或 者 写成 可 积 形 式 


drc = ~ Unsinwtdt {j) 
dwr 一 vocosiwt dz ck) 
利用 初始 条 性 tg}， 经 积分 上 后， 得 到 确定 系统 运动 的 两 个 函数 
ak UO . 
Xr 一 cost —1), wyec= Sinewt (1) 
人 以 上 两 式 消去 时 间 上， 得 点 CC 的 轨迹 方程 为 
wD ? wD * 
(| Cm) 
可 见 系 统 质 心 C 作 本 速 圆周 运动 ， 圆 心 B 


在 (一 wo/w,0}， 半 径 rr= wo/w， 如 图 8 
一 2 一 2 所 示 。 当 8 二 Xn 这 时 ， 系 统 正 杜 


在 图 示人 在 置 。 
将 式 (k) 代 和 人 式 (Ce)， 得 
py 
A= eC = -2mmvow 


在 本 例 中 ， 质 心 CC 的 全 加 速度 即 其 
向 心 加 速度 gn! 一 vAr 一 vowo 根据 质 
少 运 动 定理 ，MaH' 一 尺 。 其 中 尺 为 系 图 88-2-2 
统 所 受 约 囊 反 为 的 模 。 由 此 可 得 
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R= Ma = (2m) vw = 2mwvuo (n) 
可 见 ， 不定 乘 子 4 的 强 对 值 与 约束 反 力 的 值 相 等 。 而 反 力 的 方向 始 
终 与 eg 一致 。 因 点 C 相对 于 圆心 的 角速度 wm = wo/r 一 中， 故 杆 
AB 在 运动 中 始终 河 点 避 轨迹 的 半径 。 可 见 ， 两 个 小 刀刃 处 的 爹 反 力 


及 始终 沿 AB 杆 并 指向 图 心 。 


例 38-4 图 8-2- 了 所 示 
系统 ， 六 A、B、C 物 块 呐 景 均 
为 mm， 用 一 不 可 健 长 的 轻 缠 通 
过 滑轮 系 住 。 各 消 轮 质量 不 
计 ， 有 A、C 物 块 分 别 放 在 倾角 
为 a 各 B 的 光 讶 斜面 上 。B 物 
顽 吊 在 动 滑轮 上 ， 不 能 在 铬 垂 
方向 运动 。 试 求 各 物 块 的 加 速 
度 。 

解 : 系统 为 完整 系统 ， 具 有 两 个 自由 度 ， 为 方便 计算 ， 选 xi、 
zz、z53 为 广义 坐标 ， 显 然 有 一 个 坐标 是 多 余 的 、 不 独立 的 ; 设 缠 长 
交 1， 系 统 的 约束 方程 为 

f=xit2rz2t ratAd—i=0 Cay 


式 中 4 为 常数 。 
系统 动能 
T=5m(zt+ z+ £3) 
取 过 口 点 水 平面 为 重力 零 势 面 ， 系统 的 势能 
V= — mpe{(ximnat+ x2t+p+ 工 3Sirl 辣 》 
故 拉 格 关 日 郴 数 


1 . . ， 
无 三 于 一 和 = mzt 十 无 和 十 xT3) + wg lxisine t+ r+ 站 + rssing) 


取 待 定 雅 子 4A， 而 
93f 1, 2f£_ 2 ar_l 
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然后 代 人 式 (8.2.6), 丰 
dot 3- (=1,2,3) 


中 所 dg, a9g; og, 


则 得 
mri= magmatAa Cb)} 
mr = Mg tA 《cy 
mia—= TEST 六 十 外 (d) 
包 式 ta)， 有 
工 1 十 22X27 十 让 二 性 Ce) 


将 式 人 b)、 式 fc) 、 式 (dy 和 式 (e) 联 立 求 解 ， 得 
六 1 二 号 (5Ssina 一 sin 及 一 2》 


2 二 (1 — sina — sing} 
站 4 二 大 (Ssin — sne—2) 


A= ~ (sing + samp +2) 
由 上 述 方程 可 以 看 出 ,4 就 是 绳子 的 拉力 。 
习 题 

8 一 1 如题 8--1 图 所 示 ， 设 各 滑轮 的 质量 以 及 摩擦 不 计 ， 并 设 
绳子 是 不 可 伟 长 的 。 试 用 拉 格 妆 日 第 一 此 方程 求 绳子 的 张力 和 天; 的 
如 速度 。 

$ 一 2 试 建立 球面 摆 的 拉 格 六 民 第 一 类 方程 ， 并 用 于 分 析 摆 在 平 
衡 位 置 Ox 处 附近 的 微 振 动 。 已 知 摆 长 为 上 ， 其 质量 为 mmx， 如题 8 一 2 
图 所 示 。 初始 条 人 忻 为 t= 二 0 上 时， TO Ts 和 三 站， 立 二 站 ， y= vo (x0, vo 
为 一 阶 小 量 )。 

8 一 3 一 半径 为 > 的 圆 环 ， 质 量 为 mx ， 沿 怖 前 为 a 的 固定 孝 面 
无 滑动 地 滚动 ， 如 题 &-3 图 所 示 。 试 用 拉 格 朗 日 第 一 类 方程 求 图 环 
的 运动 规律 及 斜面 的 约束 反 力 。 
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8 一 4 一 质量 为 m 的 质点 在 重力 作用 下 运动 ， 它 的 运动 受 有 


这 :2 
二 yy pi 三 必 


的 非 完 整 约束 ， 试 用 罗 司 方程 建立 该 系统 的 运动 微分 方程 ， 并 求 出 不 
定 攻 子 A。 


是 8 一 1 图 题 3-2 图 
3-5 和 希 立 克 测 振 仪 如 题 8- 了 图 所 示 。 若 只 考虑 均 质 圆 球 4 的 


质量 mr 及 其 对 对 称 轴 的 转动 惯量 J 忽略 所 有 杆 件 的 质量 ,， 试 以 gq、 
z 为 坐标 写 员 系统 的 罗 司 方程 。 


题 8-3 图 


8-6 题 8-6 酶 所 示 机 构 中 ， 曲 柄 OA4A、 连 杆 AB 视 作 过 质 杆 ， 
长 度 分 别 为 ~>、!， 质 量 分 别 为 由、mzi 滑 志 BB 的 质量 不 计 。 坛 以 
PP、8 为 坐标 写 出 系统 的 罗 司 方程 。 

8#-7 质量 为 短 的 单 摆 忆 由 不 计 质 量 的 OP 杆 连 接 ， 可 绕 口 转 
动 , 杆 上 点 妇 与 支点 召 以 一 动 度 系 数 为 和 、 原 长 为 io 的 弹 先 连接 ， 
如 题 8 一 7 图 所 示 。 设 OA=/, OD=L，OB=2l。 试 以 pg 和 pl(p= 
六 B) 为 坐标 ， 写 出 单 捍 襄 的 罗 司 方程 。 


题 8 一 5 图 是 8 一 7 了 图 


8 一 8 车 轮 入 与 B 以 长 2i 的 轴 通 过 轴承 连接 后 置 于 地 面 上 ， 如 
题 8-8 图 所 示 。 设 轮子 与 地 面 间 有 足够 的 摩擦 力 阻 止 其 相对 清 动 ， 
以 AB 中 点 忆 的 坐标 xc、yr，AB 与 办 的 夹 角 wp 以 及 A 、B 两 轮 的 
转角 B4 和 如 为 广义 坐标 。(1) 写 出 系统 的 约束 方程 ; (2)} 设 轮子 的 
质 基 为 mw ，AB 轴 的 夸 量 不 计 ， 开 始 时 Te= yc=0, re=0, yc= vo, 
P=0，gg=w， 试 用 罗 司 方程 求 出 C 点 的 运动 方程 ; 3) 证明 记 点 
的 畔 迹 为 半径 等 于 w/w 的 图 。 

8 一 9 冰刀 在 倾角 为 ae 的 冰 面 上 运动 。 设 冰刀 可 以 简化 为 AB 
杆 ， 而 其 中 点 C 的 速度 始终 沿 着 .4B 方向 ， 如 题 8 一 9 图 所 示 。 已 知 


f=0 时 ，C 点 位 于 坐标 原点 而 其 速度 为 零 ， 同 时 =0，8 = 试 
用 罗 司 方程 求证 C 点 的 运动 方程 为 
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题 8-R 图 题 8 一 9 图 


NN 并 广 二 BT (Dsinot 一 wt — sn wi coswt ) 
2 
yc = (~ cosws)? 
to 


8 一 10 质量 为 mx 、 半 径 为 x 的 均 质 较 
球 B， 放 在 半径 亦 为 r 的 夯 定 球面 的 顶点 ， 
B 球 受 一 微小 抗 动 后 ， 从 平衡 位 置 8=0 开 
始 滚 动 ， 如 上 题 8 一 10 图 所 示 ， 设 球面 的 滑动 
摩擦 系数 Ff 一 0.5， 试用 罗 司 方程 求 B 球 开 
妨 滑 动 的 8 角 。 


是 8 一 10 图 
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第 9 章 阿 视 尔 方 程 


对 于 非 完 整 系 统 而 言 ， 由 于 受到 非 完 整 约束 ， 使 得 广义 速度 
彼此 为 非 独 立 的 。 为 了 取得 独立 的 广义 右 订 ， 在 阿 沛 尔 方 程 中 引 | 
和 人 了 独立 的 速度 变量 ， 此 变量 称 为 雪 速 度 。 通 过 伪 速 度 与 广义 速 
度 之 间 的 变换 关系 ， 得 到 是 适用 于 完整 系统 ， 也 适用 于 非 完 整 系 
统 的 阿波 尔 方 程 。 


9.1 和 檀 速 度 的 概念 


考察 具有 n 个 质点 的 非 完 整 系统 ， 其 位 形 由 让 个 独立 的 广 
沉 训 标 91， 位 2 ”4 全 表示 ， 受到 gg 个 非 完 整 约束 ， 即 


Dagd tapg=0 (p=1,2,,8) (9.1.1) 


非 完 整 约 东 加 于 广义 坐标 虚 位 移 的 限制 条 件 是 


上 
Dagdg =0 (p= 1,2,.,g) (9.1.2) 
=1 


则 系统 独立 的 广义 速度 的 数 自 了 = 大 一 8 

阿 沛 尔 握 出 ， 在 建立 系统 的 动力 学 方程 时 ， 不 采用 非 独立 的 
三 义 速度 9 三 1,2,…, 天 )， 而 是 引信 人 独立 的 了 = 天 一 号 个 变量 
rr， 并 构造 如 下 变换 关系 : 


是 
jy = Du tu (y=1,2,…,f) (9.1.3) 
了 二 上 


式 中 ry 称 交 愧 速度 。 wn 一 般 为 广 记 坐标 gl， 2 和 [ 时 
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间 z 的 函数 ， 卫 个 独立 的 变量 xy 是 上 个 广义 速度 ga (7 =1.2,…， 
友 的 独立 线性 组 合 - 由 于 xy 是 人 为 构造 的 或 任意 选 定 的 ， 因 此 
它 不 一 定 是 阴 数 xy(g,1) 对 + 的 全 导数 ,也 就 是 说 消 数 
xyt9.1) 及 其 导数 ty 之 间 的 关系 并 不 一 定 存在 这 也 是 把 有, 称 
为 伪 速 度 的 原因 ， 同 时 对 应 地 称 xj{y=],2,…, 放 为 伪 坐 标 。 

将 变换 式 (9.1.3) 和 约束 方程 (9.1.1) 联 交 ， 可 以 得 到 f+ 一 
个 关于 变 董 gC = 二 1,2,… ,点 ) 的 线性 代数 方程 组 。 若 其 系数 行列 
忒 品 D0， 即 


11 1 
到 树 
sl 上 
DD = 天 0 
发 11 Hk 
Wig—g)l 四 于 -上 


则 可 从 这 下 个 方程 中 解 出 个 g (jy =1,2,…, 记 } 用 个 ty(y=1， 
2,… ,了 ) 表 示 ， 有 即 


f 
d= Dhyryt ho (y= 1,2,.,k) (9.1.4) 
FY=1 


武 中 衣 , 和 有 0, 一 般 为 广义 坐标 91，9q2，…，g。 和 时 间 * 的 函数 。 
由 于 式 《9.1.4) 中 已 嵌入 了 全 部 的 非 完 整 约 划 ， 因 此 ， 式 中 
mrr(y=1,2,…,F 六 是 后 些 独立 的 ， 即 可 以 任意 取 值 。 

同时 ， 可 以 把 非 完 整 约束 式 (9.1.1) 看 成 是 广义 速度 与 取 值 
为 零 的 伪 速 度 之 间 的 变换 关系 ， 于 是 可 将 非 完整 系统 看 成 是 有 
(一) 个 非 零 坊 速 度 ， 其 余 g 个 伪 速 度 惜 等 于 零 。 因 此 ， 系统 
中 含有 的 非 完整 约束 条 件 越 多 ， 非 零 仿 速度 越 少 ， 有 处 即 用 以 描述 
系统 的 独立 的 参数 变 分 就 越 少 ， 这 就 是 引信 人 乙 速 度 的 优越 性 。 
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9.2 阿 沛 尔 方 程 


2.2.1 阿 沛 尔 方 程 


设 系 统 由 n 个 质点 组 成 ， 受 到 a 个 完整 约束 和 g 个 非 完整 
约 东 ， 其 独立 的 广义 坐标 数 为 (32 一 4) 个。 动力 学 普遍 方程 为 


2 (F, 一 了 人 Sr = 0 【号 .2.1) 


上 ， 了 
将 Sr, = >) Fo 9 代 人 上 式 ， 得 


(Br) js =0 (9.2.2) 
3g, i 9g, 如 一 人 


了 一 上 


上 式 插 号 中 的 第 一 项 为 系统 的 广义 力 ， 即 


Sn, * = 导 ， (7 = 1,2,."…E) {9.2.3} 
对 于 第 二 项 ， 首 先 计算 7 人。 由 于 
1 


r, 二 F121 ORs) (f= 1,2,",n) 
将 上 式 两 边 对 时 间 1 求 导 ， 得 


_dv We 9 farn).. afanyl. ar or, 
2 de >,|>; Fe js + 区 (于 js + |+ Ey 
(2 = 1,2,-…n) 
由 于 7 仅 是 g, 和 4: 的 函数 ， 因 此 将 上 式 两 边 对 g, 求 偏 导 ， 有 如 
下 等 式 成 立 
5 = 5 (9.2.4) 
将 上 式 代 大 式 149.2.2) 的 第 二 项 ， 得 
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少 


全 一 ma? (9.2.6) 
1 一 了 


由 于 此 式 形 如 动能 因此， 称 其 为 加 速度 能 量 .. 将 式 (9.2.3) . 式 
(9.2.5) 和 式 (9.2.56} 代 信 式 (9.2.2), 得 


点 


>)(Q, - 5 jg, =0 (9.2.7) 


由 上 述 推 导 过 程 可 知 ， 该 式 对 于 完整 系统 和 非 完 整 系统 都 是 适用 
的 。 

若 交 完整 系统 ,广义 坐标 的 变 分 Sq,(7 =1,2,'… ,名 ) 是 彼此 独 
立 的 。 于 是 欲 熏 式 (9.2.7) 成 立 ， 则 有 Sg (y=1,2,…, 夷 ) 前 的 系 
数 应 为 上 零 ， 即 


(2, 一 于 Cy 一 1,2,..*"*,Ek) (9.2.8) 
这 是 完整 系统 的 阿 沛 尔 方 程 。 


车 为 非 完整 系统 ,由 于 广义 坐标 的 变 分 8e,() = 1,2,…,) 还 
需 满 足 如 下 关系 : 


Dasa, = 0 (8 = 1,2,..…,g) (9.2.9) 


于 是 ， 独立 的 广义 速度 只 有 (名 一 ，) 个 。 因此 ， 引 人 了 二 让 一 gg 个 
伪 速 度 ， 由 式 (9.1.4) 知 


上 
EE 一 之 ;Foxy + io, 《3 一 工 ,了 之, 天】 (9.2.10} 
则 广 记 坐标 的 变 分 表达 这 为 
了 
= hydr, (9.2.11) 
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将 上 式 代 人 式 49.2.7》， 得 


(2 


或 变换 求 和 次 序 有 
六 [>(ewm 一 lt =0 (9,2.12) 


r=1 了 一 上 


dG 1 
hsAy = 洛 
39.) > pVUNy 


少 


ly = = Dh, (9.2.13) 

万 , 称 为 对 普 于 父 坐 标 zt, 的 广义 力 。 将 式 (9.2.10) 对 + 求 导 ， 得 
_ P| "> dhy }+ do 
总 一 hymy 十 dr Ty or 


一 般 为 广 蔷 坐标 9g1， 


再 由 上 式 两 边 对 xy 求 偏 导 ， 由 于 和 
可 2 ”人 和 时 间 上 # 的 蚂 数 ， 于 是 第 


二 
3mv hy 


将 上 式 和 式 (9.2.13) 代 人 人 式 (9.2.12;}， 得 
f 和 
> (ne )- Samy = 0 


上 让 于 此 处 srty=1,2,… ,让 是 彼此 独立 的 ， 因 此 有 


ou 
Hy = ~ Bx, (y= 1,2,.…,7) {9.2.14) 


这 是 非 完 整 系统 的 隔 沛 尔 方 程 。 与 完整 系统 的 阿 沛 尔 方程 相 比 
较 ， 称 瓦 ; 为 对 应 于 伪 坐 标 kxy 的 广 沁 力 。 

现在 来 讨论 五 的 计算 。 由 于 作用 于 系统 的 全 部 主动 力 的 虚 
功 之 利 


此 
dW = 2 Q,59, 
r=1 
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将 式 19.2.11) 代 大， 得 
下 9 fF 
SW = SQ,50, 一 DQ Phy dr, = Hydxy 
(号 .2.15) 


也 就 是 说 ， 对 应 于 多 坐标 ry 的 广义 力 了 Hy 可 从 计算 系统 全 部 主动 
力 的 虚 功 之 和 来 得 到 。 

阿 沛 尔 方 程 形式 简单 ， 其 描述 系统 的 方程 数 等 于 系统 的 自由 
上 度数。 但 有 是， 加 巡 度 能 的 计算 较 复 杂 ， 因 其 涉及 到 系统 加 速度 的 
计算 。 下 面 给 出 刚体 作 不 同 运 动 时 吉 巡 度 能 的 计算 方法 。 


9.2.2 刚体 一 一 加 速度 能 的 计算 方法 


9.2.2.] 平 动 刚 体 

由 于 刚 候 作 平 动 时 刚体 上 各 点 的 加 速度 相同 ， 因 此 加 速度 能 
— 1 > 2 1.2 > 了 ya 
一 mA 一 2 MC 一 2 Mac {9.2.16) 
9.2.2.2 定 币 转动 刚体 

由 图 9 一 2 一 1 可见 ， 转动 刚体 上 茶点 的 加 速度 可 写成 a? = 
(rs)+ (rw:)* ， 于 是 


GG = a? = mr + row’ ) 
, (9.2.17) 
二 Ce 十 之 ma 二 FJ + cw) 
式 中 J 为 刚体 对 转轴 Os 的 转动 惯量 ， 4 和 es 分 别 为 同体 转动 的 
仍 回 麻 和 骨 加 如 度 ，。 
9.2.2.3 平面 运动 苑 体 
设 刚性 质心 为 忆 ， 刚 体 上 和 枉 一 点 ( 即 质 量 单元 } 的 质量 为 m.， 
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图 号 一 2 一 了 


则 系统 的 加 速度 能 
G = 方 ) ma = Dm (ic 十) .Ft i) 


=- met Dmi tm 
(9.2.18) 

由 质心 的 坐标 公式 re = 而 > ma 可 知 ， 上 式 中 的 第 二 项 等 于 
零 ， 于 是 式 (9.2.18) 可 写成 
1 
2 
式 中 ac 为 刚体 质心 的 加 速度 ，a", 为 第 i 个 质点 相对 质心 的 加 束 
度 ，M 为 刚体 的 总 质量 。 

车 将 刚体 的 平面 运动 分 解 为 随 质 心 的 平 动 和 绕 质 心 的 转动 ， 
则 上 式 可 进一步 写成 


G = 方 Mat + $ete? 二 4] (9.2.20) 


G = Mat t+ 5 3ma’? (9.2.19) 
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应 该 注意 ， 加 速度 能 需 用 伤 速 度 和 伪 吉 速度 来 表示 ， 即 挟 = 
G(x,Ax,Y,t)。 由 于 妫 速度 定义 为 广义 速度 的 线性 组 合 ， 因 此 ， 
在 实际 应 用 时 具有 较 太 的 灵活 性 ， 取 怎样 的 线性 组 全 为 宜 ， 并 无 


规律 可 循 。 
全 9-1 均 质 细 杆 


AAB 长 2a ， 质 量 为 MM， 其 
亏 端 被 分 别 限 制 沿 坐标 轴 
请 动 ， 如 图 9-2-3 所 示 。 
木 计 摩 氛 ， 试 求 在 重力 作 
用 下 的 运动 。 

解 : 图 示 系 统 为 单 自 
由 度 完 整 系统 。 取 号 作为 


图 9 一 2 一 3 系统 的 广义 坐标 ， 有 变换 
式 
TC 一 CS， ye = acost, [ay 
出 此 得 
Ce = ag cosB ,ye = 一 caB sing Cb) 
取 秘 速度 
区 = ag 《ec) 
于 是 式 (by 可 以 用 人 芒 速 麻 表 示 为 
Xr 一 Reosg, yr =— xsing «dd) 
从 而 有 
Tc = Teosg ~— ri sind, wyc 一 一 msinf — A cosd {ey 
由 式 {c) 有 
3) 
= a . 如 一 a cf) 


将 式 (f 代 入 式 (e]， 同 理 ， 将 质心 的 加 速度 也 用 俯 加 速度 表示 ， 得 
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-了 + 也 
To 一 让 cos 由 一 sng, yc =— (xsing 十 eos0) (g) 


现在 利用 式 (9.2.20) 计 算 系 统 的 却 速 度 能 G， 则 AB 村 的 
加 速度 能 可 写 为 


(= 广 M (zt + y2) + 六 JJ 六 + 64) (hy 
式 中 Jc= 寺 Ma?。 将 式 (g) 代 人 上 式 ， 并 考 虚 到 式 (f)， 得 


G = Mr? + [与 伪 加 速度 x 无 关 的 项 ] (i) 


现在 计算 对 应 于 盆 速 度 * 的 广义 为 五 。 由 式 (9.2.15) 可 知 ， 
广 祥 力 二 可 通过 计算 系统 的 全 部 主动 力 的 虚 功 之 和 来 得 到 。 主 
动力 的 虚 功 可 写 为 


SW = RATE 人 《]j 
由 式 (b) 和 式 (c) 知 
Sze = acosddp, dyr = — asind8e Ck) 
受 
80 = Tax (1) 
故 
Syc = — asing 二 3x 一 一 Sin 合式 {mm) 
将 上 式 代 大 式 (， 得 
8W =— MgsinpSr (n) 
根据 式 49.2.157， 可 知 对 应 于 均 坐 标 x 的 广义 力 
万 一 一 上 Teasn Co) 
将 式 ( 让 和 式 (o) 代 人 阿 沛 尔 方 程 (9.2.14)， 得 到 系统 的 运动 方程 
$M 一 一 Mgesing 
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或 二 一 六 gsang (pp) 


将 上 上 式 与 式 (c) 联 立即 可 解 得 8(1)}， 从 而 得 到 z(t)。 
由 式 {c) 和 式 ([f)， 得 


8 = 一 sin (9q) 
可 多 4 本 的 运动 规律 2ft) 服 从 类 倍 于 大 幅度 单 摆 的 运动 微分 方 


程 。 
应 用 拉 榈 高 日 方程 可 以 得 到 与 式 (g) 相 同 的 结果 。 当 然 在 本 


例 中 ， 伪 速度 完全 可 以 取 为 广义 速度 9。 

例 9-2 试 应 用 阿 沛 尔 方程 列 出 例 8 一 3 中 所 给 定 系 统 的 运 
动 方程 ， 讨 论 方程 的 积分 。 假 定 9(1) 是 未 知 柚 数 。 

解 : 选取 (x ,wc ,9) 作 为 系统 的 独立 广义 坐标 。 系 统 具 有 非 
完整 约束 


eceos + sin = 0 Ca) 
约束 加 于 系统 虚 位 移 的 限制 条 件 为 
cosOd rec + sindByc = 0 tb) 


可 见 该 系统 是 两 自由 度 的 非 完整 系统 。 现 取 定 两 个 伪 速 度 区 和 
fa 为 广义 速度 (zcvyc,6) 的 下 列 线性 组 合 
x = 6 (Cc) 


ra =— Teanf + ycosd (Cd) 


将 式 (a) , 式 {c) 及 式 (d) 联 立 ， 得 关于 广义 速度 Zc、 和 8 
的 线性 代数 方程 组 。 由 此 系数 行列 式 
cos sing 0 
0 0 1 
一 Sng cosg 
可 将 各 广义 速度 解 出 并 用 独立 的 伪 速 度 车 和 区 表示 为 
24 对 


D= 二 1 涛 0 {ey 


ze 一 一 X23ing, ye 一 2cos 好 ， 二 Ax! Lf) 


于 是 系统 的 虚 科 穆 可 雇用 独立 的 伪 右 度 誉 标 变 分 表示 为 


Sxc = — sindBxy, SYyc = cosfin;s, HA = Sx (gp) 
另外 ， 由 式 (f) 可 得 
rm = Axon 一 | 
yc = M2COsSG ~ rr2sing (Ch) 
0 | 
现在 先 来 计算 系统 的 加 速度 能 ， 即 
G = 六 (2mm)(zE + ve) + (d+) () 


将 式 (h) 代 人 上 式 ， 得 
G = 当 (2m)n3 + 了 Jeczx3 + [与 伪 加 速度 r, 无 关 的 项 ] (j) 
根据 式 (9.2.15)， 系 统 所 受 主动 力 的 虚 功 可 表示 为 

WW 一 了 性 元 1 十 HR; Ck) 

这 里 主动 力 为 重力 。 对 于 保持 在 水 平面 内 运动 的 质点 系 ， 重 力 在 

系统 任何 工 位 移 上 的 虚 功 和 都 等 于 零 ， 即 5W = 0。 考 虚 到 Bx 

和 Sx; 为 彼此 独立 的 变 分 ， 必 有 


了 | =0, fH,=0 {1» 
将 式 虽 } 和 式 () 代 人 阿 沛 尔 方程 (9.2.14)， 得 系统 的 运动 方程 为 
Jeri= 人 洛 《my》 
mAnz 一 侨 {ny 

或 
A!1=0, x2=0 {o) 


将 以 上 沙 个 方程 与 约束 方程 ta) 及 线性 组 合式 (c) 和 (d) 联 立 ， 共 
有 五 个 方程 可 以 解 出 三 个 未 知 函 数 .rc{t)、yc(z) 和 09(z) 及 两 
个 伪 速 度 rift) 及 aft)。 
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设 运动 初始 条 件 为 
t=0; xc = 0. yc = 0, | 
xc = 0, we 一 下， 人 一 of 常数) 
积分 方程 (ol， 并 考虑 到 给 定 的 初始 条 件 ， 得 


Tr 一 如 ， 2 一 To 
根据 式 {f)， 有 
= w 
从 而 得 到 
Xe 一 一 vosinwt, Ye = vocoswt, = wr 
前 两 式 积 分 后 ,得 
Xr 一 (coswt —1), yc = sinaut 


这 一 结果 同 例 8~3 所 得 完全 一 致 ， 但 在 阿 渍 尔 方 程 中 没有 
出 现任 何 类 做 罗 司 方程 中 的 广义 约束 力 项 ， 且 方程 的 形式 极为 简 
单 。 欠 本 例 还 可 看 出 ， 与 第 一 个 仿 速 度 ri 对 应 的 伪 坐 标 ri 实 
际 上 就 是 广 久 坐标 8， 因 而 它 也 是 真 坐 标 ， 即 x = 日 ， 伪 速度 =) 
就 是 函数 ri 对 : 的 全 导数 。 而 第 二 个 伪 速 度 zx; 却 不 是 某 个 函数 
对 z 的 全 导数 ， 因为 实际 上 找 不 到 这 样 一 个 函数 w(x, yc yy， 
t)， 它 对 + 的 全 导数 正好 等 于 {一 esing + yccos8)， 所 以 r。 是 
实质 上 的 仿 坐 标 ，ry 也 是 实质 上 的 伪 速 度 。 


习 


9~1 质量 为 mx、 半 径 为 7 的 实心 圆柱 ， 在 一 半径 为 尺 的 
固定 的 空心 圆柱 内 作 二 滚动 ， 如 题 9 一 1 图 所 示 。 试 用 阿 沛 尔 方 
程 求 圆柱 的 运动 方程 和 徽 振 动 周期 。 

93-2 三 村 性 和 4 可 沿 三 棱柱 已 的 光 讲 斜 而 滑动 ， 而 B 又 可 
在 光 清 的 水 平面 上 主动 ， 如 题 3-2 图 所 未 。 设 和、 电 各 重 为 也 
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和 了 久 ， 开 始 时 系统 静止 ， 试 用 阿 沛 尔 方程 求 三 棱柱 B 的 加 速度 。 


题 9- 1 图 题 3--2 图 


和 9 一 3 质量 为 sw、 长 为 27 的 均 质 直 本 AB， 其 两 端 分 别 沿 
著 光 滑 的 铅 垂 轴 Oz 与 水 平 轴 口 运动 ， 如 题 8-3 图 所 示 。 
DO 〇 x A Oxz， 两 平行 轴 之 间距 离 为 !/， 试 用 阿 沛 尔 方程 写 出 A 的 
运动 微分 方程 。 

9 一 4 试用 阿 沛 尔 方 程 推导 出 刚体 平面 运动 微分 方程 。 


题 9~3 图 题 吕 -5 后 


9 一 5 已 知 平板 质量 为 mx ， 绕 其 质心 的 转动 惯量 为 /， 平板 

在 PP 姓 装 有 疙 为 ， 使 得 忆 点 运动 时 受 有 非 完 整 约束 zsin8 一 

ycos0=0,， 8 为 P 点 到 质心 C 点 连 线 与 Or 轴 的 夹 第 ，PC 一 a。 
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试用 阿 沛 尔 方程 建立 平板 的 运动 微分 方程 。( 取 1 = x7+ y= 
wv ,tl 一 日 作为 伪 速 度 .) 
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第 10 章 ” 需 恩 方程 


凯 恩 方 程 与 阿 沛 尔 方 程 从 本 质 上 讲 ，, 上 有 具有 相似 的 思 有 路， 都 是 构造 
一 组 独立 的 速度 变量 来 代 痊 非 完 整 系统 不 独立 的 速度 变 其 。 由 此 建立 
起 既 适 用 于 完整 系统 ， 又 适用 于 非 完整 系统 的 动力 学 方程 。 所 不 同 的 
是 ， 凯 奈 方 竹 通 过 引 人 偏 速度 和 偏 角速度 的 烛 念 ， 使 得 运动 方程 由 形 
式 简 单 的 广义 主动 力 和 广 尽 惯 手 力 表 示 。 避 免 了 在 阿 沛 尔 方程 中 计算 
较 抽象 的 加 速度 能 。 由 于 广义 主动 力 和 广义 惯 禾 力 有 较 清 楚 的 物理 意 
久 ， 且 计算 步 慑 程式 化 ， 因 此 ， 为 用 计算 机 语言 推导 提供 了 方便 。 这 
对 于 计算 机 技术 迅速 发 展 的 今天 ， 显 示 了 利用 凯 因 方程 解决 大 型 复杂 
动力 学 问题 的 优越 性。 


10.1 仿 速 度 和 偏 角速度 


考察 具有 ?= 个 质点 的 非 完 整 系统 ， 受 到 4 个 完整 约束 和 2 个 非 
完整 约 东 ， 则 系统 独立 的 坐标 蛮 分 数 为 3n 一 可 一 用 = 了 个 ， 即 系统 的 
自由 度 为 f。 系 统 中 每 一 个 质点 M 的 矢 径 可 用 广义 坐标 表示 。， 即 

r=r( gg qt) 《2 {10.1.1) 
由 此 可 写 出 该 质点 的 速度 


中 
or, . 
ww = f= -2 + + 于 (i=1,2,. ,7) (10.1.2) 


局 让， 
人 20 ge? 则 上 式 可 写成 


由 
y= = Dg + uo {10.1.3) 
有 一 了 


式 中 ww, 和 wo 通常 是 广义 坐标 mg 和 时 间 上 的 函数 。 
对 于 刚体 系统 ， 类 似 地 可 以 把 第 i 各 刚体 品 , 的 瞬时 角速度 四 也 


用 广义 速度 表示 为 
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下 
的 ， 一 > 0) 十 ,0 10.1.4) 
了 


式 中 ,和 wo 通常 也 是 广义 坐标 q 和 时 间 : 上 的 函数 。 
根据 第 9 章 中 伪 带 度 的 概念 .由 式 (9.1.4) 可 知 ， 系 统 的 广义 速 
度 可 以 用 了 个 独立 的 擅 速 度 ry 表示 为 


= Dhviy + ho (7 了 一 1,2， :大 {10.1.5» 
将 式 (10.1. 5) 代 入 式 (10. 1.3), 得 
v= Fr, C= Du, (Ohi + Ao) + Wo 


> ( Phos) + (2 hou, 十 Un) 


10.1.6» 


| 
>: hl 
EY 
™ 
EE 
be 
站 
生 
一 | 


其 中 
二 上 ar 
中 :7y 一 2 hit, 一 > hy 三 一 
了 一 ] 上 一 J 


i = >) fot,, + | 
式 《10.1.6) 中 独立 速度 变量 前 的 系数 gy 称 为 质点 系 中 第 1: 个 质点 
相对 于 第 > 个 独立 的 速度 变量 二 , 的 偏 速度 。 直 式 (10.1.7) 可 以 看 出 ， 
u',y 和 | 下 0 一 般 为 广 忆 坐标 和 时间 z 的 函数 。 
将 式 (10.1.5) 代 入 式 (10.1.4)， 得 


网 , = > ry + tp (10.1.8) 


r= 


式 中 心 y 和 ms 通常 也 是 广义 坐标 g 和 时 间 * 的 函数 。 同 样 称 四 ” 为 刚 
体系 中 第 : 个 刚体 相对 于 第 y 个 独立 速度 变量 *, 的 偏 角 速度 。 

对 于 完整 系统 ， 由 于 广义 速度 8 (7 =1,2,…,) 和 个 此 独立 ， 因 此 
可 以 取 伪 速度 xy 为 广义 速度 ， 即 zy =dCy=y7=1,2,…: 天 )， 则 由 式 
《10.1.2) 可 知 ， 租 对 独立 广 头 速度 的 偏 速度 
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{10.1.7) 


OF (10.1.9) 


需要 指出 ， 偏 速度 和 偏 角 速度 是 关于 广义 坐标 g 和 时 间 上 的 矢量 
函数 ， 是 相对 于 独立 速度 而 言 的 ， 这 里 的 独立 速度 可 以 是 独立 的 广 沈 
速度 9y ， 也 可 以 是 预先 选 定 的 独立 的 伪 速 庶 x;。 由 于 独立 速度 变量 
的 选取 不 是 惟一 的 ， 因 此 ， 对 于 同一 质点 或 刚体 可 以 有 不 局 形式 的 偏 
速度 和 偏 角 速度 。 但 是 对 于 上 质点 系 中 每 一 个 质点 M, 和 刚体 系 中 每 一 
个 刚体 品 ,， 都 分 别 有 与 系统 自由 度数 档 同 数目 的 偏 速度 和 偏 角 速度 。 
轼 此 ， 在 讲 偏 速度 和 偏 角 速度 时 ， 必 须 指 明 是 哪个 质点 或 刚体 相应 于 
哪个 独立 速度 的 妨 速 度 或 偏 角 速度 。 

例 10 一 1 设 一 质点 A 在 OQxy 平面 内 沿 固 定 的 抛物 线 型 斩 道 运 
动 ， 轨 道 方程 为 


> 一生 (a) 


如 图 10 一 1 一 1 所 示 ， 其 中 a 为 常数 , 求 妨 速度 。 
解 : 该 系统 为 单 自 由 度 完 整 系统 。 质 点 4 的 速度 投影 (xz ，y) 应 
满足 眼 制 条 件 
y=arr (b) 
所 以 {x ， 3) 中 只 有 一 个 是 独立 的 。 现 取 定 y 为 独立 广义 坐标 ， 则 》 
为 独立 广义 速度 。 考 虑 到 式 (b)， 可 特质 点 A 的 速度 表示 为 


va= tit = vit 
或 
-1. A 
Da (itj)y 
依照 定义 ， 上 式 中 独立 速度 y 的 矢量 系数 就 是 质点 有 A 对 于 独立 速度 » 


的 偏 速 度 ， 以 way 表示 和 即 


- 1,  ， 
HT rit 


读者 可 自行 算出 以 z 为 独立 掌 标 时 的 偏 速 度 。 
例 10-2 考察 图 10 一 1 一 2 所 示 的 双 押 系统， 试 求 偏 速度 。 
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图 10-1 闭 0-1 一 2 
解 : 取 gi 和 和 gs 为 独立 广义 开标 ， 则 jp， 和 gs 均 为 独立 速度 。 
作 单位 矢量 el 和 ez 分 别 垂直 于 口 4 和 A45S， 如 图 示 。 则 质点 4 和 吾 
的 速度 可 分 别 表 示 为 


DA 一 2912i 
有 日 二 Ha 十 Wap 一 ti1 Piel 十 [2 p22 
可 抑 ， 质 点 4 对 于 9 和 yz 的 篇 速度 分 别 是 
WAp, = Liel, Hap,—0 
而 质点 B 的 两 个 候 速 度 分别 是 


于 = {el :Uf Bp, = i282 


考虑 到 el 一 cos 一 singyj 和 ee2 = cosgpoi 一 sing2j， 则 可 特 吕 和 wa 用 
(i ， 了) 表示 汶 
Va= Llcosgui — smgpui) gl 
va= lilcospi - singij) 1 +t l(cosgp2i — sin gj ) $2 
加 而， 点 上 和 点 百 对 于 独立 速度 mw 和 ;的 偏 前 速度 成 为 
Uap = filcosgpt ~ sing1j ), Hag 二 0 
Hp — ii(cosg i— singpii ) 
Ma 一 tacosgpai — sing2j) 
例 30--3 行星 齿轮 工 半径 为 >， 由 连 杆 OA 带动 沿 国 定 的 大 齿 
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轮 工 流动 。 轮 工 的 半径 为 尺 ， 如 图 
10 一 1 一 3 所 示 。 试 求 偏 速度 与 偏 
角速度 。 

解 : 系统 为 单 自 由 度 完 整 系 
统 。 选 连 杆 的 转角 9 为 广义 坐标 ， 
则 点 A 的 速度 可 写 为 

vi= — lpsingi + Ipcosgpi 

= (sing + cosmp)op 
式 中 9 的 矢量 系数 就 是 点 让 对 于 gq 
的 偏 速 度 ， 即 
HAs= {ft singi + cosgi) 
其 中 = 民 + ro 以 ww! 表示 连 杆 OA 的 和 角速度， 有 
1 一 pk 
武 中 上 5 为 沿 Oz 轴 的 单位 矢 ， 故 连 杆 对 于 2 的 偏 角 速度 
16 二 下 
令 行 星 齿 轮 开 的 钊 速度 为 区， 出 
. 只 +Tr. 
太一 全 
于 是 齿 辊 下 的 角速度 矢 四 ; 可 写 为 
2 一 gk 一 
故 齿 轮 匡 对 于 gp 竟 偏 角速度 


- RR+ rr 
mi = ik 


rr 
例 10-4 村 长 为 27 的 趁 杆 AB 
作 平 面 运动 ， 假 设 其 一 绒 和 的 速度 
始终 指向 男 一 端 B， 如 图 10 一 1 一 4 所 
示 。 写 出 其 中 点 C 的 候 速 度 。 
解 : 职 za、ya 和 日 为 广 沁 举 
标 ， 其 约束 方程 为 


ya = ratand 图 i:0 一 1 一 4 


图 10 一 1 一 3 


Rir. 
二 
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是 一 非 完 整 芍 东 ， 故 系统 为 两 个 自由 度 。C 点 的 速度 
ve= roi + yc 
= (za — Wsind)i+ (ya + 地 cos6)7 
= (x — IDsind)i+ (xatand + 10 cosd)j 
关联 


则 己 点 的 偏 速 度 
me 一 十 tanf 
Wu ce = — {sint + icosB 
CC 点 的 速度 也 可 以 写成 
pe= wait’ + 10F° 


注意 到 

va = TacOsd + vasing 
可 以 取 为 胡 速 度 ， 若 取 

区 1 = YA, Xi2= 6 
则 有 

ce 
由 此 可 见 ， 伪 速度 的 选择 不 是 惟一 的 ， 炉 速度 将 因 伪 速度 的 选择 不 同 
而 有 不 同 的 形式 。 仿 速度 的 形式 越 简单 越 好 ， 这 对 下 一 节 中 的 毅 恩 方 
程 的 计算 是 有 利 的 。 


10.2 凯 恩 方 程 


10.2.1 凯 风 方程 
从 动力 学 普遍 方程 
2 (F,— mr,) :Sr,=0 (10.2.1) 


出 发 导出 凯 恩 方 程 。 
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设 有 全 质点 组 成 的 质点 系 ， 上 有 具有 了 了 个 自由 度 。 由 上 节 可 知 ， 
可 以 选取 丰 个 撤回 度 r;0z=1,2. ,六 使 系统 中 每 一 质点 的 速度 用 
伪 速 度 表 示 ， 即 


2 (10.2.2) 
由 此 得 入 
dr., = 3 uyTrdt + Hoodt (i=1,2,.…,n) (10.2.3) 
相对 于 伪 束 度 7,， 引 入 伪 坐标 zt,， 刚 第 :个 质点 的 虚 位 移 57, 可 以 用 
独立 的 仿 坐 标的 变 分 来 表示 ， 即 


gr = Sr (10.2.4) 
将 上 式 代入 动力 学 普遍 方程 ， 得 

Si 《五 , 一 mr,)-( 3 wy dxy)—0 {10.2.5) 
交换 求 和 次 序 ， 得 加 

> [> (Fu, 一 mp, wry} xy=0 C10.2.6) 


令 
Ky= DFE, KS= Dmi) -us 
则 式 (10.2.6) 可 写成 


下 
>) (CK,+ KK: Jar,=0 (10.2.7) 
r=1| 

K,+K:=0 (y=1,2,.…,7) (10.2.8) 


这 就 是 凯 息 方程 。 式 中 KK, 入 ; 分 别称 为 系统 对 应 于 第 y 个 独立 速 
庶 的 广义 主动 力 和 广义 惯性 力 。 将 这 了 个 方程 与 g 个 非 完整 约束 方程 
联 立 求解 ， 则 可 得 到 f+ gk 个 关于 广义 坐标 g,(:) 的 方程 组 ， 求 其 
解 即 可 确定 系统 的 运动 规律 。 由 此 可 见 ， 利 用 凯 恩 方法 建立 系统 的 动 
力学 方程 ， 关 键 是 计算 系统 的 广义 主动 力 和 广义 惯性 力 。 
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10.2.2 广 久 主动 力 和 广义 惯性 力 的 计算 


10.2.2.1 广义 主动 力 
对 于 完整 系统 ， 如 果 取 广义 速度 9 为 独立 速度 x,(Y=7)， 由 上 


ar 


节 可 知 ， 偏 速度 wu = 了 二 ， 于 是 广义 主动 力 
+ 


< 他 
K, = 2 PF,- 3 - 一 人 {7 =1,2,..…,g) {10.2.9) 


也 就 是 说 ,广义 主动 力 即 为 拉 格 朗 刁 方程 中 系统 对 入 于 广 沁 坐标 的 广 
浆 力 。 对 照 第 二 类 拉 榕 毅 日 方 和 如， 根据 凯 恩 方程 给 出 的 结果 ， 广 立 惯 
性 力 可 由 系 统 交 动能 表示 ， 即 


* dT oT 加 . 
Kk, 译 ( 和 + 9g (7 一 工 ,2， ， 矿 ) C10.2.10) 


因此 ， 对 于 完整 系统 ， 凯 恩 方程 与 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 是 等 价 的 。 

对 于 一 般 的 质点 系 ， 广 义 主动 力 可 表述 为 : 质点 系 中 每 一 质点 上 
作用 的 主动 力 与 该 点 对 应 于 某 一 独立 速度 的 偏 速度 的 标 积 之 和 ， 称 为 
系统 对 应 于 该 独立 速度 的 广义 主动 力 。 以 K, 表示 ， 即 为 


= DF ‘uy CF=1,2,.,7f) (10.2.11) 


对 于 刚性 ， 广义 主动 力 可 表述 为 ， 作用 于 刚 蛋 简化 中 心 上 的 主 撩 
和 主 矩 。 分别 与 该 点 对 樟 于 某 一 独立 速度 的 篇 速 度 与 偏 前 速度 的 标 积 
之 和 ， 称 为 刚 慎 对 应 于 该 独 立 速度 的 广 委 主动 力 。 想 设 中 点 为 刚 悚 
的 简化 中 心 ， 则 有 
Ky= Rouort Mo'w’, 《7 一 1.2， ,7 (10.2.12) 
现在 给 出 上 式 的 证 明 。 当 刚体 作 一 般 运 动 时 ， 其 上 任 一 上 质点 :的 
速度 
v= VotomXpF (10.2.13) 
式 中 wo 表示 简化 中 心 的 速度 ，@ 表示 刚性 的 角速度 ，r' 表 示 质 点 i 相 
对 简化 中 心口 点 的 笑 径 。mpo、 由 和 r 可 用 协 速 度 表 示 ， 即 
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f 上 了 

下 rr - _ 有 要 时 

全 四 一 > ， Woyry + HOO VD: = 2 ymTy tt Ho = 2 Wy Ty 十 Wo 
1 = = 


{10.2.14) 
将 以 上 各 式 代 入 式 (10.2.13)， 上 比较 等 式 两 边 my 前 面 的 系数 ， 可 得 
Hy = dot my Xr, (y=1,2,.%,f) (10.2.15) 


上 式 表 明 ， 刚 体 上 第 ;个 质点 相对 第 y 个 独立 速度 的 侦 束 度 ， 可 
用 刚体 简化 中 心 口 点 和 刚体 相对 第 XY 个 独立 速度 的 偏 速度 和 侦 角 速 
度 表 示 。 将 上 式 代 入 广义 主动 力 的 表达 式 (10.2.11) 中 ， 则 有 


Ky = >) F,*(uOrt 四 | xr,) 2D) F,: wor 十 >) Fm; Xr, 
1=1 =| =1 


=( 2 F)'ubytt 2 r’ 入 下 ) ay 

注意 到 主 秋 和 主 矩 的 表示 式 ， 则 广 兴 主动 力 可 以 表示 为 

Ky= Ro:uort Mo my (y=1, 2, …, f) (10.2.16) 
式 中 Ro 和 Mo 分 别 为 作用 于 刚体 上 的 所 有 主动 力 向 简化 中 心 口 点 简 
亿 得 到 的 主 和泉 和 主 矩 。 这 个 表达 式 简 化 了 对 于 广义 主动 力 的 计算 ， 若 
系统 由 六 个 刚体 组 成 ， 可 将 同一 刚 昼 上 所 有 主动 力 向 简化 中 心 O 点 简 
化 ， 得 到 作用 于 吕 点 的 主 秋 和 主 矩 ， 再 计算 出 简化 中 心 口 点 及 该 刚体 
对 应 于 某 一 独立 速度 变量 的 候 速 度 和 偏 角 速度 ， 根 据 上 式 可 得 某 一 刚 
迟 对 应 于 某 一 独立 速度 变量 的 广 交 主 动力 。 然 后 将 所 有 聊 昼 上 的 广 立 
力求 和 ， 则 可 得 到 整个 系统 相对 于 某 一 独立 速度 的 广义 主动 力 ， 即 


-二 po- “wb yt > Mo .ay (Y=1,2,…,f) (10.2.17) 


式 中 角 标 0 表示 第 z 个 刚体 上 的 简化 中 心 。 
10.2.2.2 广 头 惯性 力 
对 于 质点 系 ， 可 由 下 式 计 算出 


一 > 《 一 mr, )* wy (Y=1,2,.….,f) 10,2.18) 


上 式 丘 号 中 的 项 表示 作用 在 每 一 质点 上 的 惯性 力 。 因 此 ，。 在 计算 惯性 
力 时 ， 需 对 各 点 的 加 速度 进行 分 析 ， 然 后 在 每 个 质点 上 加 上 惯性 力 ， 
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算出 每 一 质点 上 和 作用 的 惯性 力 与 该 点 对 应 于 革 一 独立 速度 的 偏 速度 的 
标 积 之 和 ， 即 为 系统 对 应 于 该 独立 速度 的 广义 惯性 力 。 
对 于 刚体 ， 与 广义 主动 力 的 推导 方法 相同 ,将 式 (10.2.15) 代 人 


式 (10.2.18)， 得 
”二 > CC— md ,y 
一 一 人 > mA) or— > (rxmAaA,)w, (10.2.19) 
若 将 简化 中 心 选 在 刚体 的 质心 C 上 ， 则 
UDy = Hy» > md, = Ngr 


去 中 M 为 刚体 的 质量 ，arc 为 质心 的 加 速度 。 若 取 质心 C 为 平 动 坐 
标 系 的 原点 ， 则 有 


委 ， 一 rr + a; 


a’ 表示 刚体 上 第 ， 个 质点 相对 平 动 坐标 系 的 加 速度 ， 并 注意 到 
>) mr; =0， 于 是 式 (10.2.19) 中 的 第 二 项 可 写成 


时 本 
Di Cr x ma) /= D> [rixm(act a,) |] 
r= = 一 】 
好 二 
一 [( 2) mr Xac)+ YS (Crix ma’, )] om; 
上 + 一 了 士 一 了 开 
= 2 (rx ma ) “Oy 
1 一 二 


以 县 C 表示 (一 Mac),， 以 LE 表示 [ ->1(rrx oa]， 则 上 和 式 可 简写 为 
六 > 二 下 C cy+ 工 coy {y=1, 2, -, f)(10.2.20) 
时 可 得 整个 刚体 系统 的 广义 惯性 力 
-> REucy + 工 ooy (7=1,2,.…,7f) (10.2.21) 


式 中 角 标 C， 表示 第 : 个 刚体 的 质心。 
由 此 可 见 ， 广 义 主 动力 和 广义 惯性 力 具 有 相同 的 结构 ， 且 形 式 简 
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单 ， 便 于 理解 和 计算 。 

例 10 一 5 质量 为 下， 半径 
汐 r 的 均 质 半圆 盘 ， 在 粗 米 的 
水 平面 上 摆动 , 设 OC=e, CC 
为 半圆 盘 的 质心 ， 如 图 10 一 2 一 
1 所 示 。 试 用 凯 思 方程 求 其 摆动 
的 微分 方程 。 

解 : 系统 具有 一 个 自由 度 ， 
取 8 为 广义 坐标 ， 并 令 直 = 日。 
用 证、 天 表示 沿 动 坐 标 系 口 了 3 的 单位 矢量 ， 则 质心 CC 点 的 速度 


轩 广 二 To Bo 二 ri ep 


图 10=-2-1 


一 《二 十 ef )8 
于 是 C 点 对 应 于 8 的 慷 速 度 


um = ritei’ 


半圆 盘 转 动 的 角速度 
6 一 一 有 大 
于 是 半圆 盘 对 应 于 8 的 偏 角 速度 
0 二 一 此 
在 半圆 盘 上 主动 力 只 有 其 重力 P 作用 ， 即 
P=— me 
于 是 ， 系 统 的 广 艾 主动 力 
K=P*uce= — maej'(ritel )= -— mgesing 
C 种 的 加 速度 
dc = TE= Aritdg) rite te (wxX7) 
=rOit ed +ed 2 
则 半圆 盘 上 各 点 惯性 力 的 主 和泉 


Re~=— mac= — m(rii+edij +e ?21’) 
而 半圆 盘 上 各 点 惯性 力 对 C 点 的 主 矩 
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工 c 一 一 Je = -Jc( 8k)= cok 
于 是 ， 系 统 竟 广 尽 惯性 力 
K*= Reus 一 
一 mroit edj + ei (ritel +ioOK(— Kk) 
= — ml(ri0 +e —2 re cosdt reg2zsmnp) — J 
由 蕊 思 方 程 
下 十 下” 一 站 
得 
-npgesind — mm (ri + esd +2 red cosd + red 2and)}— 1H =0 
化 简 后 为 
(pit+rit+e ~—2recos0)d + reB 2sin@ + gesin = 人 0 
式 中 pc 为 半 翻盘 对 于 其 质心 C 的 回转 半 和 你 。 革 式 即 为 学 癌 盘 在 平面 
十 摆动 的 微分 方 苇 。 
例 10- 和 8 重 基 为 三 的 清 块 可 在 光 清 的 问 定 水 平面 上 滑动 。 闻 径 
为 a、 重量 为 Q@ 的 义 质 圆柱 同时 在 滑 块 的 疼 面 上 滚动 ， 如 图 10--2- 
2 所 示 。 已 知 斜 面 倾 前 为 a， 试 写 出 在 重力 作用 下 系统 的 运动 方程 。 


图 10 一 2-2 


解 : 系统 是 两 自由 度 完整 系统 。 选 取 x、; 为 独立 的 广义 开标 ， 
则 工 、5 为 独立 的 广义 速度 。 图 中 平 动 坐标 系 x'O'y 与 滑 块 固 连 ，C， 
与 Ca 分 别 是 请 块 和 辆 柱 的 质心 ，C 点 为 两 个 刚体 的 接触 点 。 
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Ci 点 的 速度 可 表示 为 
mc 一 ri 
故 Cl 点 对 于 两 个 独立 速度 的 偏 速度 分 别 是 
HC z= i, Uc; = 必 
局 ; 点 的 速 府 是 
mc 一 ritsi’ 
故 CC 点 的 两 个 贪 速度 分 别 是 
HC 二 二， Ue:= EE 

这 里 是 沿 口 的 单位 条 。 

滑 缺 作 平 动 ， 其 角速度 四 ! =0， 故 将 块 的 偏 角 速度 也 恒 等 于 零 。 
图 柱 的 角速度 


丰 
3 一 一 -一 友 
村 


故 圆 柱 的 两 个 杞 人 角速度 是 
277 二 ， 2 二 一 人- 


现在 来 计算 广义 主动 力 。 在 清 卖 和 图 柱 上 分 别 有 重 力也 和 0 的 
作用 。 按 照 式 (10.2.17)， 系 统 对 独立 速度 工 的 广义 和 主动 力 是 


K. 一 下 cz 十 Quc > 


考虑 到 P= 一 户 ,， 人 Q= 一 他， 上 式 可 简化 为 

K,= -Pi- Qi:i=0 
同 理 可 算出 系统 对 于 独立 速度 ; 的 广义 主动 力 是 于 .= 已 "ac + 到 
uc;， 代 人 相应 的 表示 式 ， 得 

K,= - Qi = Qauno 


在 计算 广义 惯性 力 以 前 ， 可 先 特 各 刚体 的 惯性 力 系 向 各 自 的 质心 
简化 。 对 于 消 卖 ， 其 惯性 力 系 简化 为 在 Cl 点 的 一 个 主 笑 Rc, 且 


PP . 
Rc = gt 
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对 于 圆柱 ， 其 惯性 力 系 简化 为 在 C3 点 的 一 个 主 矢 
RE 一旦 (xitsi) 
和 一 个 慑 性 力 偶 ， 其 矩 矢 
“Ts lO2.s5._1Q 。 
Le =Je a Tapg° ak 2 gk 
于 是 ,根据 式 (10.2.18)， 系 统 对 于 独立 速度 x 的 广义 惯性 力 
开 = RE uct Reus + Le wt. 
将 相应 的 表示 式 人 代入， 得 
一 二 
杏 8S 
= (T+) + Ss cosa 
系统 对 于 独立 速度 s 的 广义 惯性 力 
KK -Rewuc: t+ Re uest Le "me, 
_-Q _3 
= (xcosa 5 5) 


将 对 应 的 广义 主动 力 和 广义 惯性 为 检 人 凯 恩 方程 (10.2.8)， 得 到 系 
统 的 运动 方程 为 


(+ 人 a) -人 coset 三 们 tay 
人 COSA -人 + sine = 
或 
(P+Q)r— Qs cosa=0 (by 
2reoosr ~ 3s+2gsina 一作 
由 此 可 以 解 出 


sn2e 


下 3P+ 人 十 2 人 sinzr 如 


-2 (P+Q) sina 
3P+Q+2Qsinia < 
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pJ 见 ,在 重力 作用 下 ， 滑 块 作 仙 吉 速 滑动 ， 疝 加 柱 在 冬 面 上 作 守 加 速 
相对 滚动 。 

磊 便 指出 ,方程 (a) 经 一 次 积分 后 可 得 

太 + 对 (一 jcosa)= 常 数 

上 式 表 明了 系统 动 基 在 水 平方 向 的 投影 是 常量 ， 亦 即 在 水 平方 向 系统 
的 动量 守恒 。 这 是 一 个 明星 的 物理 事实 ， 因 为 系统 在 水 平方 向 不 受 外 
力作 用 。 可 见 , 第 一 个 运动 方程 (a) 
或 方程 (bj 可 以 直接 应 用 动量 定理 
而 得 到 。 反 之 ,也 可 以 说 ， 凯 思 
方程 包 会 了 这 一 动力 党 普遍 定理 。 

例 10-7 长 为 21:、 质 量 为 
mr 的 均 质 杆 AB 在 水 平面 上 运动 。 
各 端的 巡 度 嫩 终 沿 着 AB 杆 方 向 。 
试用 山 恩 方程 建立 杆 AB 的 运动 


微分 方程 。 
解 : 这 是 二 个 自由 度 的 非 完 整 系统 。 取 fl = ma，fy = 了， 洛 
Cén 系 的 单位 矢量 为 el 和 站 3 玲 直 纸 击 朝 上 。 


Ve vae1lt ies = nielt Aye 


图 10 -2 一 3 


元 2 
oy = #3 = — ea 


i 
由 此 得 到 偏 速 度 和 偏 前 速度 为 


Horl™ B17 Mins BS2 


质心 加 速度 和 杆 的 角 加 速度 为 


vr . 。 
dc 二 df TI1Eel1t A et Anest Tm X ea 
-2 。 
2 XIA 
一 (ri et (rnt 7 ea 
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Tr2 
7 ye3 
系统 只 受 重 力作 用 ， 惟 直 于 2& xx、 下 Cr， 而 主因 Lc 海 零 ， 因而 ， 
广 竺 主动 力 
K, =0, K. =—0 


由 式 {110.2.19) 知 ， 广 六 惯性 力 


2 -2 

和 Tz 。 Ei 

K: 二 一 mL 一 六)e1"el1 二 一 CT 了 
， 开 1 开 > T2 

下 = 一 一 zz 二 一 22 82 JJc Tie3°€3 


| 


一 二 [Ce+ Hi ) 2 二 mi rz | 


一 (Jarzt mi mz) 
由 式 {10.2.8) 知 ， 凯 怎 方程 为 


天 
1 -了 =0 


Ja 十 mr x2 守 心 


这 是 凯 恩 形 式 的 运动 微分 方程 。 
车 将 计 | 二 v4， 一 54 #2 二 折 ，x2 二 妇 代 人 上 式 ， 得 
va — 8:=0 


LO + mivad =0 
习 题 
10-1 滑 块 A 质量 为 MM 在 固定 的 光滑 水 平 区 土 滑动 。 在 消 堵 
中心 悬 挂 长 为 + 上 、 质 量 为 mx 的 单 
所， 从 而 构成 椭 男 摆 ， 如 题 10-1 
图 所 示 ，、 试 窟 出 系统 的 凯 恩 方程 。 


10 一 2 义 质 圆柱 重 为 PP， 半 径 
为 r， 柱 上 绕 有 细 编 ， 强 的 一 端 跨 


2#8 


过 小 谓 轮 后 悬挂 一 重 物 A， 重 量 为 马 。、 图 桩 被 放 在 倾 章 为 a 的 光 沁 
斜面 上 。 如 上 题 10 ~- 2 图 所 未 。 (1 试 写 出 系统 的 饥 恩 方程 。{2) 求 重 
牧 上 各 下 降 的 向 速度 。 小 请 轮 质量 受 绳 重 不 计 。 

10 一 3 -一 细 管 碗 成 半 算 为 wu 的 国 环 形 ， 以 反攻 速度 mm 绕 固 定 的 
销 直 畏 转动。 质量 为 zx 的 质点 可 以 在 细 管 内 无 摩 氛 地 滑动 ， 如 题 
10 一 3 图 所 示 。 试 用 凯 思 方程 写 出 的 系统 运动 微分 方程 。 


Ee 


rep 


A 


史 


la 工 


题 10 一 2 画 题 10 -3 图 
10-4 圆 盘 B 在 绕 水 平 轴 〇 转动 的 图 环 如 内 作 纯 滚动 ， 点 的 
半径 为 尺 ，B 的 半径 为 :， 尺 =4r。 妇 4 和 B 的 质量 相间 均 为 x， 如 题 
10 一 4 图 所 示 。 试 用 饥 轧 方程 求 系 统 的 运动 微 秃 方程 。 
10-5 一 均 质 贺 球 放 到 一 绕 绍 和 刁 轴 雇 匀 角 速度 w 转动 的 粗糙 水 
平面 上 ， 如 题 10 一 5 图 所 示 。 殷 设 当 阅 球 放 上 去 时 ， 接 触 点 间 没 有 相 
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对 滑动 。 证 明 此 后 圆 球 中 心 CC 点 的 轨迹 为 一 贺 且 CC 点 在 此 圆 上 作 习 
速 运动 。 该 系统 为 一 非 定常 、 非 完整 系 ， 试 分 别 用 刚体 动力 学 方程 、 
阿 沛 尔 方 程 和 凯 恩 方 程 求解 。 
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主 一 也 


卫 汪 下 


习 题 答 案 


第 1 章 分 析 力 学 的 基本 概念 


zcos[ (1 — ~ I+ yr )—8] 
-ysm[ (4 一 wx 


=reosto 一 站) 一 《一 rajsmta 一 在 ] ， 

y= — rantae— 0 -i ra)costa— 6) 

工 1 一 六 Si 人 cp 和， ?1 一 randsng, z= roosop: 

了 2 一 3 一 和 < 二 站 (1 十 部) 一 1 

【 工 A 一 产 cosat :+ tya 一 产 3anat =r; f=1 

td15n9 + dasmpz — fangpa— fasingpa = 人, 

tcospy + tacosgpa 十 facospi 十 cospa = L; f=8 

(Xa — XA) + {yp yA) = 712, 

{xp— IANA 十 ya) — (typ Yarat ra)=0: fF=2 

Tity= (rT zt (yy =, 

(za za) +t (yy) r+ y= f=2 

y1— ritan(wt) + (Tm 十 tor +O.Sa0t’) 

一 《pe 十 wo +0.Sanpg*}=0,; 了 =1 

(1 .254、(3) 是 不 可 积 的 ， 

《44 是 可 积 的 ,积分 因 于 请 =eryerfr2+32+z) = Cr 常数 ) 

(5) 蚌 可 积 的 ,积分 因子 y=1,.(rty) 了 tityt s+(w+t+xy: 
二 已 (常数 ) 


第 2 章 ” 虚 位 称 原理 和 达 朗 伯 原 理 


中 二 arctanl rp — C7 JumG 2rosnd + {P+ Qcosd]! 


Snag, 
! snd, sind, 


AT = AT 


Aapc = Aagn cot tr; Awn = 点 mol 一 co a /2 
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芝 一 强 Mo = ,Sh ATa 一 MT 
_ _3W 
冬 一 与 8 = 2arcsin( 1 og) 
了 一 在 k= WA 
_ MM MM _M, 
EE’ ?Ath 
一半 Si.np=H2(Ps— Pi}4 《县 拉 ) 
LE 一 — 人 .5cP + Py ( 受 压 ) 
2-9 =61.226", 6; = 66.807° 
2 一 10 当 和 Y=2PARI1] 时 ，¥ 一 0、 为 入 定 平 奖 ，vw=arccosyY， 为 不 称 定 平 
衡 1 当 YY 宇 1 时，p =0， 为 木 稳 定 平 衡 


2-11 p=0， 为 不 稳定 平 第; pg ~* 时 ,车 1> 7Y 汪 记 , 为 稳定 平衡， 


卫 一 了 NN 


车 7< 地 ,为 不 稳定 平生 9= arecos 1 二 -55 一 (2)-2]|， 且 7 所 子 时 ， 为 稳定 
平衡 


2-12 系统 平生 时 ，(1) 8 角 有 四 个 理论 值 : 8=0, x， 计 x 和 闻 r， 其 中 
只 有 8=0 才 是 合理 的 ( 单 面 约束 的 缘故 ); (2) 只 有 当 !3z2r 时 ， 系 统 的 平衡 是 


稳定 的 ， 对 应 的 位 置 为 p= 寺 arcsa{f2) 
2--13 由 
2 一 14 上 略 


第 3 章 动力 学 方程 的 三 种 基本 形式 


了-T ai=3w3gz16 
3-3 ap=0.377 m/s; TD 10.38 kN 


2 Ptang + 上 Sm 
Pib+ lanae) 三 


3-5 (1) ce -i(gsma -acosa)i (2) 3 一 ESina 二 Gecea  ， 


2(gcos0 + asine}' 


3 一 4 ww 


(3) 2 gtang 
3—65 enng= ~ 3.81 rad/s?; sr 一 19.33 rad/s 
3 Xn.95 N, Yhp=—=31.2N 


一 二 


5 一 4 


aa = 二 (向 上)， as = (向 下 )， ac= 全 【 呵 上 ) 


11 
(1) = cc 一 了 ui (2) SS= mu: 
(3) AT= 一 言 mv? 
第 4 章 高 斯 最 小 拘束 原理 
赂 
污 (R -rd tgand=0,a.= — 车 gun 
第 5 章 ”了 哈密 顿 原理 
赂 


站 zsz - [hr + ci - F(t)]8zlde =0 
5 


a 2 
C1 — cosd}d + 全 sing- n=0 
之 之 站 
mt + hr + Rr+ wma = 人 0 


1 .» 
mR — rip— (M+ nm) RO = 全 


1 yy 3 -- 。 
ROR — rj — gsing = 人 0 


T+ x=0, B+ E09=0 


第 5 章 拉 格 郎 日 第 二 类 方程 


证 二 [3#2— G rous 十 【252 + 3r2jm2] 
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1 2 1 ,7 了  - 
临 一 全 T=F (+ mR IP +t Ts mR rp smlR ryRge 


而 一 了 4。 十 二 ry/4)z' 二 人 0 

3 
3  .rfL+acz 7) 一 GaRia 1 2 ,2R 2 _ 25-4 
Am a "el ta (Iter) 7) 
在 一 Cio vp— 2opt+ gsmngp=0 


$$ 一 4 工 二 


3 
576 (GIR-rY p+ +m)(R -rp= M 
2cos? 
6 一 了 trCmt ma)ang+ 2 Pl]y 


12 
2 J2r ,1 = _ 
+ [ri{mi+ m2) Ti smoousp = psrang — M 


rp mr sndg drsmn2gt mg t+ kr) + kriosng = 人 0 
看 一 M+ mr Mpanpt ogicom) — (M+ m)gt k(tr— tn)=0 
4 十 3gsne — 3rsmp = 


看 一 下 Cmit mdr + mascosn + kIT = Hanwt 


PrT2COSCYT 十 于 mm 人 + 下 ;起 三 中 


站 一 下 CM+tm)éet+m{tR-r)(gpoogp— pangp) + ks=0 
3( 届 -~ 广 的 十 2Ecos + SmP 一 六 式 中 上 是 弹 竹 变形 ) 


6— 12 (FM+ m)zr — nbcos( G— a) + mlsm 0— a)— (M+ Hna 一 站 
rnt a)+ gand=0 


而 一 13 (4M + 3m) Rot mR-r}[l2cos( gg -0-11 
-2m(R- rmgp- op +20M + mgang=0 


3(R- rp+ Rl2cot gp — 8)— 1]# + 2Rd:ant¢ -0) +2gang = 人 0 


1 十 Snir + micosper 一 misngp’ + 2k(x ~" tn}=0 


一 4 
之 1 + 3xo0s5Fp + dgsanp = 
_1 3 . met” ICOSgDH .， 天 
E=T+ Y= (m + Dm tT pt p+ or tio) 


-mg 全 cosp 二 h( 常 量 》 
6-15 EIU+my)y]=M(p) 


{oy trayyrm + wlg— ap)=0 
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了 。 Fp 二 学 
方 (J + py op? + (I + i)y + 2 -| AT pid = 天 (常量 ) 


本 一 荆 看 | 
Cnt m2)? + 方 ma[ 妆 (Ri+riie:—2(R+r)igoosw)] 
eR rjcosp 二 常量 
6 一 17 3Rp-(R+rd=0 
115 玉 +yr)B 一 了 RRP TSESsnB 一 中 
3Re 一 (RR+r)8= 常量 
冯 mRR2g2 二 并 of(RR+r282- mRER+r)-0 
4 FF ~ 12 2 


gw 六 mg(R + jeosp = 常量 


-18 R- Ip -LSt mC a 
一 19 R= 5p -上 -= He - PrP 一 mgrcosg 
6-20 6 多 ane ~ Es = 
ml? Pan? = Cp 
6- 21 G+ zn = 


6G—22 mmr- mligt+ Tr)0:+ kr = 


Cs - 
和 | 去 mo t Ld + Ce 


名 一 素 3 D= 坟 c(t- 2) 
mr + elrr— rx2) + k(2x1 — I2}=0 


mrat+ ctra™ IL}+ R22r2 — x1)=0 
第 7 章 哈密 顿 正则 方程 


六 1 十 六? 2p1p2acos( gq 一 可 2) 
2[5 一 (gq ~ 9g2)] 


T-—1 H= 一 3cosd1 一 Gos 3 
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了 一 外 
了 一 30 
7 了 一 了 
了 一 312 
了 一 3 
了 一 全 中 
T= 1s 


7— 1 


了 一 1 
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1 1 
Ha + p2): + 3 p2+ A OO 

1 ，- + 让 
L=F (91 + gq3)— (al - Q2) (9 + 人 
区 1 [pet aF{0)]’ 


一 一 一 十 
ma Pr ilps | 


Fngl 


.Fs p pe ep (ON, s oF(aYlosd -a 中 


mrisn og 


pr mR wocosd + m= Rsngdcosd 


《Ad 十 me ) mRsing 
P= MmRi+ mRisma+ CM + my 
2 


de? 


"Rt om 


7 rn + k(tr— oy- mgcosd 二 站 


mr - 计 m{wrsma)? + 一 Reose 二 上 


1 
2 
五 一 Hib 二 pa)? + 地 p+ acosg 


{Lrped = — prt pr) = — pestL, ps)=—p, 


| 
tL p= Ep) (LL,,p.)=0 


略 
略 
于 一 六 有 让 
略 
FF= 
略 


一 了 ,+! 
= 


下 一 moo: Fs = (mv - plarcant 


Fi= mvng + Psmndg 


PF, = {mun— p)arccost OE ) ta Pi (pmvo) 


1 1 
Qi= pl Qi 一 
1 2 


MmnRI + mi: Rioan:8+ (N+ mf 号 


Pi=q— 2p pi, 了 yz = g2 ~ 2p1p2 
Q=Cp + 9)-P- 一 ATCTAN p'Q-0.P= 一 1 
站“ = = 2Cismti— Cp= ww 2C, cos(i - Ca) 


| 2 
sn(towrti+ aoa), 由 一 pe 


( 式 中 人世 /、Cz、al、a2 为 积分 常数 ) 


an(war t+ wr2) 


= Por a 


穹 + 
一 了)?9 3+ 《3 之 ?tangs + gicosg1 =0 


一 Rt + | vB cosgidart + | A ag, 


Ee 
0 一 ak = -+ 
。 A 
: 3 有 dv 站 cosg] 了 Ch- ogi}tangs 


3 
i 1 
地) + a (B292 一 本 时) 


【次 一 本 gi}tangs 


S= -ht+ B28ig 
Bs 


第 8 章 拉 格 朗 日 洋子 法 


Bmim2 mag 
1 2 寺 3 二 44 1 


绕 定 清 轮 的 张力 为 :m1 的 加 速度 为 


mL 十 a) ~— 2 3 
mmat pa) ttn2 na 


I Xocasmwt + y= sinwt, 式 中 心 * = 
1 .2 

XC anoetct+ ey 

3 一 六 

0= lpg?snate tie 
4r 3 4 

AL 二 7 下放 DS 召 (法 向 约 东 反 内 ) 


六 一 一 计 mgsma 《 王 控 力 ) 
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一作 
8 一 了 全 


mr =2Ar, 1 一 了 0 


2 
me 二 一 mg—2 Ti 
a” ， “了 2 a “2 
由 一 mg p32 ty tz ) 
mtrie)iept2m(rtce)rem+ p= “mgtrte)sngpt arrsng 


mr 于 人 人 一 mecosm taAtr- acosgp) 


ren ~ [en 二 作 


(村 mi 一 ma) rip — martd cost p+ 0) + mrigrsmn( 0 + Pp) 


= Ad 一 grcosbd 十 Arcos® 


可 az 全 一 二 martpeos(8 + 各 十 六 martpzstnf8 + 


一 mmagtcose -Alcosd 


p+ diicosp -S52=0 


mL e+ mgLang= -4A sng 

(C1) zc+ lpinp + rasny = 
洋人 一 cos + ripsn 二 从 
yet ipcosp — rdscosg = 人 0 

HH = 

(2Y ze = 2 (coswr 一 1 ye ,Sinour 
(3) (xc+ + y= 

略 


=41°48 


第 9 章 阿 沛 尔 方程 


T= Zra} 二 zr) 


2 P+ Qanae 一 有 sim 
QQ+ Psna 2(Q + Psinia)e 


全 一 也 
9 一 4 
9 5 
1 — 1 
10—2 
10 一 访 
10—4#4 
1 一 机 


“ 剖 
党 交 玫 冶 3 世 和 A 
十 一 Gal 
4 3 本 一 2 2 C1375) 
略 
PT 一 Pr 一下， 《了 十 ma’ )x2 + ma (rm) 三 上 


第 10 章 凯 大 方程 


Ch ml smn0 + mucosd = 0 


WC +4 #2 = — gsmft uy nua 是 均 速 痕 ) 
(1) 皇 (ai — ua}+ eo 二 一 Paneg 
名 rr 
rs, 一 2) — Si, = Pana 一 局 
a a 
(2) 了 略 
他 一 mastmngcose 一 如 sm8 一 0 
{P+ Or eosa=0 
2Toosa — 3 +2gsne 二 0 


14 只 一 祁 rp+3rpcos( 0 一 p+3rpismn(td— p+2gsnd=0 


27r6 — Trp — Aarticos(H— yp)+d4rosmtd— gs) ~ gsing=0 
CIT+ Ma?)r 一 Ma? wna 十 Maw: yc =0 
(Ma? + Trs + MaTwni — maw: xc=0 


Jra 二 也 
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